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Conforme aux nouveaux programmes, ce manuel est destiné aux éle-
ves de la troisiéeme année secondaire section sciences informatiques. Il
est composé de 15 chapitres tous concus comme suit :

p Les paragraphes comportent dans leur presque totalité les rubriques
suivantes :

@ Activités préliminaires

Ce sont des activités qui aident l'apprenant a faire le point sur l'essen-
tiel des connaissances antérieures dont il aura besoin pour pouvoir sui-
vre et assimiler les nouvelles connaissances.

@ Activités de découverte

Dans ces activités est introduit le nouvel apprentissage : définitions,
méthodes de démonstration de théorémes, justification des propriétés,
des techniques de calcul ...

@ L'essentiel du cours

Dans cette partie sont énoncés le contenu disciplinaire du paragraphe,
les connaissances exigibles relatives aux savoirs ainsi qu'au savoir-faire
essentiels. On y trouve aussi des figures qui illustrent certaines situa-
tions et qui sollicitent la mémoire visuelle.

@ Auto évaluation

I1 s'agit d'applications immédiates des notions introduites, conduisant a
une évaluation momentanée des acquis de base et permettant a 1'éleve
d'estimer 1'état de ses connaissances.

B Travaux pratiques

Ce sont des exercices ou problemes a caractere intégratif qui souvent
mettent en évidence quelques champs d'application des notions mathé-
matiques introduites dans le chapitre. Les questions posées permettent
a 1'éleve de comprendre le but de I'étude proposée et d'avancer progres-
sivement dans la stratégie de résolution.



E Avec l'outil informatique

Cette rubrique invite I'éleve a profiter de 1'outil informatique pour appli-
quer, illustrer, controOler, conjecturer ou prouver certains résultats
mathématiques en rapport avec le chapitre considéré.

B Exercices et problemes

Les exercices et problémes proposés sont variés et correspondent en
général a la progression du cours. Ils visent la consolidation des acquis,
I'approfondissement des notions développées, l'intégration des connais-
sances et l'aptitude a la résolution des problemes.

E Mathématiques et culture

Le contenu de cette rubrique est relié au chapitre en cours : un apercu
historique sur un savant ou une notion mathématique, un texte ou un
document tiré d'un ouvrage mathématique ancien ou d'Internet, un
savoir plus ou un prolongement des notions développées dans le chapi-
tre ...

Il est a préciser que l'ordre de présentation des rubriques de chaque
paragraphe n'est pas a suivre de maniéere linéaire. En effet il faut effec-
tuer des va-et-vient entre ces rubriques pour construire la connaissance.
Cette progression en spirale permet en plus de la maitrise des notions,
leur intégration.

Puisse ce manuel aider les éleves a assimiler leur programme officiel et
a développer leurs capacités de raisonnement tout en leur procurant le

plaisir des mathématiques.

Nous tenons a adresser nos plus vifs remerciements aux collégues éva-
luateurs pour leur collaboration sympathique et efficace.

Les auteurs



Sommaire

Premiere partie

pages

1 ) Les suites réelles 7

0 Généralités sur les fonctions numériques a variable réelle 33

0 Limites, continuité, branches infinies
o Dérivabilité d'une fonction

Fonctions dérivées -Applications-

Etude de fonctions 1:
Exemples de fonctions polynémes

Etude de fonctions 2 : Exemples de fonctions
rationnelles, irrationnelles et trigonométriques




Deuxieme partie

pages

o Trigonométrie 193
e Produit scalaire dans le plan 217

@ Systémes d'équations Linéaires

11

La logique mathématique 265

@ Arithmétique 283
® Systemes de numération 305

@ Dénombrement 320

Probabilité 339




Premiere partie

Les Suites Réelles o

PLAN DU CHAPITRE

I) Généralités sur les suites

Il) Suites arithmétiques

lll) Suites géométriques

IV) Limite d’'une suite géométrique

V) Suites récurrentes du type U,4q=aU, + b
Travaux pratiques
Avec l'outil informatique
Exercices et problemes

Mathématiques et culture




Les Suites Réelles 0

I. Généralités sur les suites

Activités préliminaires

1. soit la suite réelle v : IN — IR
n—=v,=4n+5
1) calculer vg, v, Vo, Vig €t Vigo-
2) Exprimer v, , V.1 et Vo, en fonction de n
n2— 3

2
1) Ecrire en fonction de n chacune des expressions suivantes :

a. A, =uy, +2u,+ (un)2

2. soit la suite réelle (u,) définie sur IN par u, =

b.Bn:un+1 +un+1
c.Cy=u, |- u,-1
2) Calculer A, ,B, et C, pourn =1

1
3n

3. Soit la suite réelle (t,,) définie sur IR par t, =2 —
1) Calculer t; et t;
2) Trouver une relation entre t,,; et t, indépendante de n
3) En déduire t, ,t3 ,t4 et tg

Activités de découverte

4. La figure ci-contre permet de définir une
suite réelle u a 'aide de la courbe (C)
d'équation y = T+ x
1) Expliciter u,, en fonction de n
2) Soit (v,,) la suite réelle définie pour tout
entier naturel n par: v, =2 — uy,
a. Exprimer v, en fonction de n
b. Tracer la représentation graphique d'une
fonction permettant la représentation des ter-
mes de la suite (v,)
c. Représenter sur l'axe des ordonnées les

six premiers termes de la suite (v,)




35
5. Sur la figure ci-contre est représentée la

courbe (C) d'une fonction numérique f dans
un repere (O, T , ;) s

1) Représenter sur 'axe des ordonnées les dix
premiers termes de la suite (F,) définie par
F,=1f(n) m€IN)

2) Classer par ordre croissant les termes
représentés

3) Déterminer (graphiquement) deux réels a

et b indépendants de n tels que pour tout entier ;

naturelnona:a<F, <b ¥ 5 54 567 8 040

ol

-0.5

Suites réelles

Définition

On appelle suite réelle définie a partir de ’entier naturel k, toute application u de
{k,k+1k+2,...} dans IR . u : {k, k+1 k+2,...} = IR

n — u(n)

Notation et vocabulaire

Dans le cas des suites on préfere la notation indicielle u,, (on lit «u indice n » a la nota-
tion fonctionnelle u(n) ( on lit «u de n » ) u, s’appelle terme général de la suite u.

La suite est alors notée (u,),, » x ou tout simplement (u,) lorsque u est définie sur IN .

Il faut alors distinguer les écritures u, et (u, ), la premiere désigne un réel alors que la

seconde désigne une suite

Suites particulieres
® suite constante : tous les termes de la suite sont égaux
e suite nulle : tous les termes de la suite sont égaux a 0

Représentation graphique d’une suite

Le plan étant rapporté a un repere. On appelle représentation graphique d’une suite
réelle u définie sur ’ensemble {k, k+1 k+2,...} (k €IN ), I’ensemble des points M (n,u,,)
oun € {k, k+1 k+2,...}.

Les termes uy , Ug,q, ... sont alors représentés sur 1’axe des ordonnées.



Auto évaluation

1. (QCM) Cocher la réponse correcte
1) Soit la suite (u,) définie par u, = 3" . Le terme u,, est égal a:

a.2x3n ]

b. on [

c. 3x2n [J

2) Soit la suite (v,,) définie par v, = n2—1.

v, est égal a: Vo4 estégal a:
a.n2-2 a.n?+1
b. (n-1)2-1 b. n?
c.(n-1)2-2 c. (n+1)2-1

2. Soit la suite u définie sur IN par u,, = 3(-1)". Répondre par vrai ou faux:

1) u est une suite constante
2) La suite v définie par v, = u,, est une suite constante
3) La suite w définie par w, = u,,,; est une suite constante
4) La suite t définie par t, = v, + w,, est la suite nulle
3. Soit lasuite v:n> v, = %ln_ f

1) A partir de quel entier, la suite v est-elle définie ?

2) Représenter graphiquement la suite v.
3) Vérifier graphiquement que pour tout entier n tel que v, est défini on a

2 < v, < 7 puis prouver ce résultat par le calcul.

II. Suites arithmétiques

Activités préliminaires

1. Soit (U,) et (V) deux suites définies sur IN par : U, =-4n-2 et V =n2 + 1

1) Calculez Uy,U,, U3,V ,Vyet V3

2) Montrer que pour tout n la différence U, —U,, estune constante (indépendante de n).
A-t-on le méme résultat pour la suite (V) ?

3) Quelle est la nature de la suite (U,)) ?
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2. On a demandé a un éleve de la 3¢me année de 1’enseignement de base de compter 3 par 3
en partant de 1.
1) Déterminer le 5¢me , le 19¢me et le 24¢me nombres énoncés par cet éleve.
2) L’un de ses camarades prend la releve a partir du 24¢me nombre et compte jusqu’au nom-
bre 103. Quel est le 66me nombre énoncé ?
3) a. Combien de nombres les deux camarades ont-ils donné ?
b. Vérifier tous les résultats a 1’aide d’un tableur.

3. On considere la liste des nombres pairs non
nuls rangés par ordre croissant . On note p, le pre-
mier terme, p, le second , ... p, le nieme terme.

1) En utilisant la figure ci-contre donner une 6
interprétation graphique de py, py, p3, ... p, puis
P1+ P2, P1 +P2+P3, P1+P2+P3tPs ’

2) Que peut-on conjecturer sur la somme 4
Sp=P1+P2 -+ Py? ’

3) a. Quelle est la nature de la suite (p,,) ? 2

b. En déduire alors I’expression de S, en 1
fonction de n

Activités de découverte

4. Soit (U,)) une suite arithmétique de raison a et de representatlon graphique
{M,, (n,u,),n € IN } dans le plan muni d'un repere O, i, j)

1) Montrer que pour tout entier naturel non nul n, les points M M, et M, ., sont alignés

n-1 -

(on pourra vérifier que les vecteurs MM, et MM, sont colinéaires)
2) Plus généralement, montrer que si n, p et k sont trois entiers naturels quelconques, alors
les points M, , M, et My sont alignés

3) En déduire que tous les points M,, sont alignés sur une méme droite.

5. Soit (u,, ) une suite arithmétique de raison 1 etde premier terme uy = - 3

1) Exprimer u, en fonction de n 2

2) Montrer alors que les points M,(n, u,), (n € IN) représentant graphiquement la suite (u,,)
dans le plan muni d'un repere (O, i , ;) appartiennent a une méme droite A dont on donnera
I'équation cartésienne dans le repere (O, T , 17)

11



6. Soit (a,) une suite réelle représentée
graphiquement par des points situés sur la
droite A (figure ci-contre)

1) Déterminer ay , a; ,a, ,az et ay

2) Trouver 1'équation de A et en déduire
l'expression de a, en fonction de n

3) Montrer alors que (a, ) est une suite
arithmétique et donner sa raison.

Suites arithmétiques

Définition
Une suite u définie sur IN est dite arithmétique s’il existe un réel r tel que
pourtout n€IN ona: u, =u,+r

r est la raison de la suite et u, est son premier terme

Terme général d’une suite arithmétique
si (u,) est une suite arithmétique de premier terme u, et de raison r et si n et p sont deux
entiers naturels alors on a :

u, =u, + (n-p)r

En particulier : u, =uy + nr
Somme de termes consécutifs d’une suite arithmétique

Si (u,) est une suite arithmétique de premier terme u, et de raison r et si n et p sont deux
entiers naturels tels que p < n alors on a :
(m-p+1) (u, +uy)

Uy + Upyp oot Uy = 5

P

B (n—p+1) est le nombre de termes de la somme
m u,est le premier terme de la somme

m U, est le dernier terme de la somme

m +1) (uy+uy)
En particulier Up + Uy +...+ U,y = >

12



Représentation graphique des termes d’une suite arithmétique :
Soit u une suite arithmétique de premier terme u; et de raison r on a pour tout
n € IN , u, = nr + uy donc u est la restriction sur IN de 1’application affine :
f:IR—=1IR
X > IX + U
dont la représentation selon un repere du plan est la droite A : y =X + u,

par suite les points M, (n,u,)) sont alignés et les termes de (u,,) sont les ordonnées des
points de A dont les abscisses sont des entiers naturels.

'S

u44IlllllllllIlllllllllll

l’X'.'lb

U Qussssssssssnnnnn

Qusssssnnnn

L 2

Auto évaluation

Cocher la réponse correcte ( exercices 1 et 2)
1.Si (u,) est une suite arithmétique de raison r et (v,)) la suite définie par v, = u,, alors :
a. (v,) n’est pas une suite arithmétique ]
b. (v,) est une suite arithmétique de raisonr []
c. (v,) est une suite arithmétique de raison 2r []

2. 51 (u,) est une suite arithmétique de raison r et (v,) la suite définie par v, = u, + a
(a€1R) alors :
a. (v,) n’est pas une suite arithmétique ]
b. (v,) est une suite arithmétique de raison a 0]
c. (v,) est une suite arithmétique de raison r ]
d. (v,,) est une suite arithmétique de raison a +r []

13



3. Calculer

1) La somme des nombres impairs compris entre 100 et 200

7 35 31 1
2) Lasomme S =2+—+—+—+1+—+—+—
4 2 4 4 2 4

3) La somme T = 13,207 + 13,305 + 13,403 + 13,501 + 13,599 + 13,697

4. Calculer le nombre des années bessextiles depuis 1600 jusqu’a 2004

"Année bessextile : année qui comporte un jour de plus en février, soit 366 jours,

Février et qui revient tout les quatre ans.

° Pour étre bissextile, une année doit avoir son millésime divisible par 4.

29 Toutefois celles dont le millésime est divisible par 100 ne sont bessextiles, 1700,
1800 et 1900 ne l’ont pas été"

D'apres "Le petit Larousse".

5. (a,) est une suite arithmétique de raison o et de premier terme a;
1) Calculer a,, lorsque a5=10eta =2
2) Calculer o lorsque ay, =0 et ag =169

6. Soit (u,, ) une suite définie sur IN*. On pose S, =u; +u, + ... +u, et on suppose que
S,=3n% + 5n
1) Calculeru; , u, et uy
2)a. Exprimer S,_; en fonction de n
b. Exprimer u, en fonction de n
3) Montrer alors que (u,,) est une suite arithmétique dont on donnera la raison et le premier
terme L
4) Représenter, dans un méme repere (O, i, j) du plan , les deux suites (u,) (n € IN¥) et
(Spm € IN¥)

III. Suites géométriques
Activités préliminaires

1. Soit (U,) et (V) deux suites définies sur IN par: U, =-3(1,2)2 et V,, =3 - n2

1) Calculez Uy ,U,,Usz,V;,Vyet V3

2) Montrer que pour tout n le quotient —1+l  est une constante (indépendante de n).
A-t-on le méme résultat pour la suite (V) 71

3) Quelle est la nature de la suite (U,)) ?
4) Soit la suite (W,,) définie sur IN par W, = U, . Montrer que(W,) est une suite géomé-

trique dont on donnera la raison et le premier terme.

14



2. A I’age de dix ans un palmier a atteint 2m de hauteur. A partir de cet age jusqu’a 25 ans, sa
hauteur augmente annuellement de 10%

1) Modéliser la situation a I’aide d’une suite géométrique

2) Calculer les hauteurs du palmier respectivement a 1’age de 11, 12, 15, 20 et 25 ans. (on
utilisera une calculatrice et on donnera les résultats sous forme d’arrondis a deux décimales).

3) A quel age la hauteur du palmier dépassera-t-elle le double de sa hauteur a1’age de 10
ans ?

3.Lesréelsa,b,c,d,e,f, geth désignent des termes consécutifs d’une suite géométrique
de raison % .

1) Exprimer f, g et h en fonction de a puis a, b et ¢ en fonction de e

2) On suppose que e =1. Calculer alors a puis chacune des sommes :

S,=a+b+c+d+e+f+g+h et T,=a-b+c-d+e—-f+g-h

Activités de découverte

4. Soit la suite géométrique u de premier terme uy = 9 et de raison q =%
1) Tracer dans le plan muni du repeére (O, i ; }) les droites D : y :%x et Ary=x
2) Représenter les cinq premiers termes de la suite u de la maniere suivante :

- Placer u, sur I'axe des abscisses ; u; est I'ordonnée du point de D d'abscisse uy, ;
en utilisant la droite A reporter u; sur l'axe des abscisses.
- u, est I'ordonnée du point de D d'abscisse u; ; reporter u, sur I'axe des abscisses a

l'aide de A ; ...

5. Utiliser une méthode analogue a I'activité 4 pour représenter les cinq premiers termes de la

suite géométrique u de premier terme uy = 9 et de raison q = — 2

3

Suites g€ométriques

Définition

Une suite u définie sur IN est géométrique s’il existe un réel q tel que pour tout n € IN
Ona:U,; =qu,

q est la raison de la suite et u, est son premier terme

Terme général d’une suite géométrique

Si (u,) est une suite géométrique de premier terme u, et de raison q non nul et sin
et p sont deux entiers naturels alors on a :

u, =q*Pu
En particulier : u, =q" u,

P

15



Somme des termes d’une suite géométrique

Si (u,) est une suite géométrique de premier terme ug et de raison q # 0 et si n et p sont deux
entiers naturels tels que p <n alorson a :

1— qn—p+1
o pour q 1 Wy =% Whorg] Sronotr un=up—;1_q‘—
u, est le premier terme de la somme
(n—p+1) est le nombre de termes de la somme
g 2 1— gn+l
En particulier U+ Uy + e+ Uy = Ug — q
-9

® pour q = 1, (u,) est une suite constante et on a :
uy, + u; +... + u,=(m+l)y,

U, + Upg + ..+ U, = (0p+l)uy,

P

Représentation graphique des termes d’une suite géométrique :
Soit u une suite géométrique de premier terme u et de raison q # 0
On considere les droites D : y = gx et A : y = x selon un repere du plan et on représente les

termes de la suite u sur les axes du repere de la maniere suivante :

q<o0 q>0

D:y=qx

Un+1 (N Un+2 Un
Un+1 Un+2 Un

Un+1

Un+4

16



Auto évaluation

Cocher la réponse correcte (exercices 1,2 et 3)
1. Si (u,) est une suite géométrique de raison q et (v,) la suite définie par v, = u,, alors:
a. (v,) n’est pas une suite géométrique
b. (v,) est une suite géométrique de raison q
c. (v,) est une suite géométrique de raison g2
2. La suite (u,,) définie par u, =% est une suite :
a. arithmétique

b. géométrique
c. ni arithmétique ni géométrique
3. Soitla suite (v,) définie par vog=1let v ;= (-2)" v,
a. (v,) est une suite géométrique de raison (-2)"
b. (v,) est une suite géométrique de raison -2
c. (v,) n’est pas une suite géométrique

4. (g,) est une suite géométrique de raison t et de premier terme g,

1) Calculer t sachant que g 45 = 100 et g5, = 3200
2) Calculer g;( sachant que g;5=32 et t=-0)5

5. Calculer :
a. S = l—i+i—...+ !
g8 16 32 131072
b. R = \/Z+\/§+\/%+...+«/78732

6. On lance avec force une balle pour la faire rebondir au sol. Apres le premier rebond la
balle atteint 2,5 m de hauteur.

1) On suppose qu’apres chaque rebond la balle perd 25% de hauteur. Au bout de combien
de rebonds la hauteur de la balle sera-t-elle inférieure a 0,5cm ?

(on pourra utiliser une calculatrice ou le tableur Excel)

2) Sachant qu'on lance la balle d'une hauteur égale a 1,50 m. Quelle distance la balle aura-t-
elle parcourue au total ? (On ne considere que les rebonds de hauteur supérieure a 0,5cm)

7. Représenter graphiquement sur I'axe des ordonnées les cinq premiers termes de la suite géo-
métrique V de raison - — et de premier terme V,= V2

V2

17



IV. Limite d’une suite géométrique

1. Classer par ordre croissant les réels :
a.(0,9) 5 (0.9)%; (0,9)% (0.9)% (0,9)°
b. (1.4) 5 (14)2 5 (14)% (1.4)% (1.4)
2) Déterminer a l'aide d'une calculatrice deux entiers p et q tels que :
(09)P < 0,1 et (1,4)4> 10000

2. Soit x un réel donné tel que 0 < x < 1.
1) Montrer que 0<x2<x <1
2) Soit p un entier naturel non nul.
a. Montrer que 1 —xP=(1 —=x)(1 + x + x2 + ...+ xP1)
b. En déduire que xP < 1
3) Soient m et n deux entiers naturels tels que 0 < m < n.
Vérifier que x™ — x = xM(1 — x?™) et déduire que x" < x™

3. Soit z un réel donné tel que z > 1.
1) Montrer que pour tout entier naturel n on a zn < zn+!
2) Soient m et n deux entiers naturels tels que 0 < m < n. Comparer z" et z™

Activités de découverte

4. On considere la suite (u,) définie par u, = 1,1"
1) a. Recopier et compléter le tableau suivant (utiliser une calculatrice ou un tableur
et donner une valeur approchée de u, avec deux décimales)

n 0 1 2 9 10 19 20 24 25 26 38 39 40

b. Monter que pour tout entier naturel n, u, <u,

2) Soit la suite (a,) : a,=1,1"—n
a. Montrer que pour n = 25, a, <a,,;.( On montre que a,,; —a,=0,1(1,1"-10))
b. Montrer que pour n = 39, ona (1,1)"> n. (On remarque que azo> 0)

3) Que peut-on conjecturer sur u,, pour les valeurs grandes de n ?

18



5. Soit (U,) la suite géométrique définie par : _ 3

1) Sur la figure suivante sont représentés U, , Uy et U,, reproduire la figure et compléter la

représentation de Uz , Uy et Us

Que peut-on prévoir sur le comportement de U, lorsque n devient de plus en plus grand ?

2) a. Recopier et remplir le tableau suivant en se servant d’une calculatrice

n 10 20 30 40
U,
(on donnera les résultats sous forme de valeurs approchées décimales)
b. Vérifier, a I'aide du tableau que u,, devient de plus en plus proche de 0 lorsque n devient
de plus en plus grand
3) Utiliser une calculatrice pour déterminer un entier p tel que U, =<0,001. Vérifier que
(mn€IN et n=p)= U, <0,001
> Généralement, on montre que si € est un réel strictement positif, il existe un entier p tel

que: (n€ INet n=p)=[Uy|< €

On dit que la suite u tend vers 0 quand n tend vers +o et on écrit : lim U, =0
n — +°°

19
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6. Soit (w,) la suite géométrique de premier
terme wg = 1 et de raison %

1) Sur la figure ci-contre sont représentés wy,
Wy, Wy et wi.

Reproduire la figure et compléter la représen-
tation de w, , ws et wg. Que peut-on prévoir
sur le comportement de w, lorsque n devient
de plus en plus grand ? Que peut-on conjectu-

rer sur la limite de w, quand n tend vers + ?

2) Utiliser une calculatrice pour trouver un

entier p tel que :

pour tout entier n, si n=p ,alors w, > 104

Plus généralement , on montre que si A est un réel strictement positif, il existe un entier p tel
que : (n EINet nzp)=w,>A

On dit que la suite w tend vers + © quand n tend vers + ®© et on écrit }im Wy, = +©
n— +©
7. Soit (t,) la suite géométrique de premier terme t; = - % et de raison -2
1) Calculer t, en fonction de n.
2) Recopier et compléter le tableau suivant :

n 1 2 3 4 20 21 22 100 101 102
t

3) Que peut-on conjecturer sur la limite de It | quand n tend vers + o ?
Peut-on dire que t, tend vers + © quand n tend vers + « ?

» Lorsque n dévient de plus en plus grand, It,| augmente indéfiniment mais les termes t, sont
alternativement positifs et négatifs. La suite (t,) n'a pas de limite

Théoreme ( admis) :
Soit (u,,) une suite géométrique de premier terme non nul u, et de raison q.

eSi-1<q <1alors lim u, =0

n— 4w
+°OSin>O
e Si q > 1 alors lim U, = ‘
n— +0© —OOSIUO<O
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® Siqg =1, alors la suite u est constante eton a lim u, = u,
n — 4+

® Siq=-1, alors la suite u n'admet pas de limite lorsque n tend vers + %

En particulier, on a les résultats suivants :

® Si-l1<q <1lalors lim q"= 0
n — 40

® Siq>1, alors lim q" = +%
n— 4w

® Siq=1, alors lim q"= 1
n — 4o

® Siqg=<-1, alors la suite (q") n'admet pas de limite lorsque n tend vers +

Auto évaluation

1. On donne les suites u , v, w et x définies respectivement par :

m+1

= (\5) V= (_‘/5) w,= -%(—1,001)" et x,= ()"

1) Vérifier que ces suites sont géométriques , on donnera pour chacune le premier terme et
la raison.
2) Déterminer leurs limites éventuelles lorsque n tend vers +

2. On considere la suite géométrique U de raison — "~ et de premier terme 7 .
Le calcul des 26 premiers termes de U ainsi que sa représentation graphique par
Excel sont consignés dans la feuille de calcul ci — dessous.

1) Vérifier graphiquement que pour toutn>4ona-1 < U, <1
2) Pour quelles valeurs de n, a-t-on :
a. lU,1=<0,001 ?
d. U, <0,0001 ?
3) Déterminer la limite de la suite U quand n tend vers +
n U, n U

n

1 3.1415927 14 -0.00886322 | .
2 -2 15 0.0056425
3 127323953 16  -0.00359213 | *
4 -0.81056945 17 0.00228682
5 0.51602453 18 -0.00145583
6 -0.32851141 19 0.00092681 |

7 0.20913686 20  -0.00059003 /\ N

8 -0.13314066 21 0.00037562 [ [ | \/ Viw e m W e e
9 0.08475997 22 -0.00023913 | .|

10 -0.05395987 23 0.00015223
11 0.03435192 24 -9.6915E-05 | *
12 -0.02186911 25 6.1698E-05
13 0.01392231 26 -3.9278E-05
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V) Suites récurrentes du type up,1 =aup + b

1. On considere la suite (u,,) définie par :
u =09, u, =099, u3 =099 ,..., u, =099 ...9 (n chiffres égaux a 9)

1) Montrer que u,, est la somme de n termes d'une suite géométrique (a,)) dont on précisera
la raison et le premier terme. 1

2) Montrer que pour tout entiern = 1, 0N a Uy = E(un +9).

3) Exprimer u,, en fonction de n

4) Déterminer la limite de (a,) quand n tend vers +o . Que peut-on conjecturer sur la limite
de u, quand n tend vers 4+ ?

2. On définit sur IN la suite u par la donnée de son premier terme u, = 5 et la relation
u..; = 2u, -3 pour tout entier n (appelée relation de récurrence)
1) Calculer u;, u, et uy .Peut-on calculer directement u; ?
2) Tracer dans le plan muni du repere (O, i , }) lesdroites D:y=2x-3et A:y=x
3) Représenter alors les cinq premiers termes de la suite u sur I’axe des abscisses

u, =3
3. Soit la suite (U :
( n)neIN Un+1 — —%Un +3

1) Calculer Uy et U, . Vérifier que U n’est ni arithmétique ni géométrique
2) Soit (V), e N la suite définie par V, =U, -2
a. Montrer que (V) est une suite géométrique de raison —%
b. Ecrire V,, en fonction de n , en déduire I’expression de U,, en fonction de n
c. Calculer Uy,
4.Soit la suite u définie par la donnée de son premier terme uy = 1 et la relation de récurren-
ce Uy = — g u,+4 pour tout entier n.
1) Tracer dans le plan muni du repere orthonormé (O, Y , }), les droites A:y=x et
D :y= ——x+4 puis représenter les cinq premiers termes de la suite u
2) Que peut-on conjecturer sur la limite de u, quand n tend vers + o ?
3) Soit x, l'abscisse du point d'intersection de D et A. On pose v, = u, — X
Montrer que (v,,) est une suite géométrique puis exprimer v, et u, en fonction de n
4) Déterminer la limite de v, quand n tend vers + . Que peut-on prévoir pour la limite de

u, quand n tend vers + ?

»Onau,=v,+X, et lim v, =0 onadmet que lim u, =X,
n — 4o n — 4o
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Définition

Soit f une fonction numérique a variable réelle. Une suite u définie sur IN par la donnée de
son premier terme uy et la relation u,,; = f(u,) pour tout n € IN est dite une suite récur-
rente et 1'égalité u,,; = f(u,) s'appelle relation de récurrence

Remarques
» 1- Pour calculer un terme de rang donné d’une suite récurrente, il faut calculer successi-
vement tous les termes qui le précedent.
» 2-1I’égalité u,,; =2 u, —3 pour tout entier n € IN peut s’écrire sous la forme :
u, = 2u, ;—3 pour tout entier n € IN* ou encore :
u, ; = 2u, ,—3 pour tout entiern = 2
Cas ou f est une fonction affine
Soit la fonction affine f : IR — IR
X > ax+b
et la suite u définie par son premier terme et la relation de récurrence :
Uppp = f(un)
Cas particuliers:
a =0, u est une suite constante

a = 1, u est une suite arithmétique de raison b
b =0, u est une suite géométrique de raison a

Cas général :

az0,azletb=z0

L'étude de u se fait dans ce cas a I'aide d'une suite géométrique auxiliaire, I'expression du
terme général de u est de la forme u, = v, + o ou (v,)) est une suite géométrique et o est

la constante réelle vérifiant f(at) = a, de plus :

I-Silimv, =0 alors limu, = a
n—+® e
2-Silimv, = +® alors limu, =+ =
n— + o« n — 4o
3-Silimv, = — alors limu, =—-
n—+ ® i = qr €2

4- Si (v,) n'admet pas une limite quand n tend vers + % il en est de méme pour la suite u
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Auto évaluation

1. Cocher la réponse correcte
La suite (u,) définie par u, = 5% —2 est une suite :
a. arithmétique
b. géométrique
c. récurrente du type u,,; = au,+b

2. Soit la suite (a,) définie par son premier terme a, et la relation de récurrence

ant1 = — 3 an T 5 pour tout entier naturel n

1) Peut-on trouver une valeur o de a; telle que (a,) soit une suite constante?

2) On suppose que ay # a. et on pose b, =a, — o (n €IN)

2 ) ) .
Montrer que pour tout n € IN,on a by = — g b, ,en déduire a, en fonction de n puis la
limite de a, quand n tend vers +

3. Au ler Janvier 2000, une ville compte 50.000 habitants, chaque année la population aug-
mente de 2% et 1000 nouveaux habitants viennent s’installer définitivement dans cette ville.

Utiliser une calculatrice pour calculer la population de la ville au ler Janvier 2010 ?

4. Dans la figure ci-contre, on a représenté graphi-
quement les fonctions affines x = x et x = f(x).
Soit (u,) la suite définie par uy =5 et u, . = f(u,) & yex
pour tout n € IN.

1) Représenter graphiquement uy, u, ,us et uy, sur

I'axe des abscisses

2) Expliciter f(x) et calculer u, pourp € {1234} 1

3) Vérifier que : Unn + 1= 5 (un+ 1) et

4) Déduire l'expression de u, puis celle de 1

S,=uy + u; +... + u, en fonction den

5) Calculer les limites respectives de u,, et de

S, quand n tend vers +.
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Travaux pratiques

8 Ecriture fractionnaire d'un rationnel connaissant son développement décimal illimité
périodique:

Soit ( U, ) la suite définie sur IN* par : U, =365 x 10-31 et le nombre rationnel d = 2,365....
1) a.Calculer2+U1,2+U1+U2 et2+U1 +U2+U3

b. Vérifier qu'on peut écrired =lim 2+ U; +U, + ... + U,))
n > 4%

2) En déduire une écriture de d sous la forme : % ola € INetb & IN*
Une entreprise de batiment propose a ses ingénieurs deux types de contrats concer-
nant les primes :

Contrat A : les primes sont données a la fin de chaque année : la 1ére année 2500 dinars, puis
une augmentation de 300 dinars par an.
Contrat B : les primes sont données a la fin de chaque semestre : le ler semestre 1000 dinars,
puis une augmentation de 100 dinars par semestre. On suppose que le choix d’un type de
contrat est définitif. Sachant que le contrat d'un ingénieur dure 12 ans, quel type de contrat
choisit-il ?
Stratégie de résolution :
1) Appelons a, la somme percue a la fin de la nieme année avec le contrat A.
a. Montrer que a, =300n + 2200
b. Calculer en fonction de n ,la somme S, = a; +a, +... + a,
2) Appelons t, la somme percue a la fin du nieme semestre avec le contrat B. et b, la
somme percue a la fin de la nieme année avec le contrat B
a. Vérifier que b, =t,, + t,,; et prouver que b, =400n+ 1700
b. Calculer en fonction de n , la somme T, = b; +b, +... + b,
3) Calculer alors T,, — S, et conclure

Intéréts composés
Un capital de 10.000 dinars est placé au ler janvier 2000 a un intérét composé au taux t ( c'est-
a-dire a la fin de chaque année , les intéréts sont ajoutés au capital). On désigne par c,, le capi-

tal obtenu au ler janvier de I’année 2000 + n ( n entier naturel)
1) Montrer que (c,, ) est une suite géométrique dont on déterminera la raison

2) On suppose que t = 6%
a. Calculer a I’aide d’une calculatrice ¢5 ,cjy et c;5s

b. Au bout de quelle année le capital obtenu sera-t-il supérieur au double du capital initial ?
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Avec l'outil informatique

A. Programmation
Soit a un réel donné et u la suite définie par uy =a et u,,;=(0,8) u +2 , (n € IN)

1) Etablir un algorithme permettant le calcul :
- du terme u,
- de la somme S, = u; +u, +... + u, connaissant n et le premier terme a.
2) a. Traduire I’algorithme en un programme informatique
b. Utiliser ce programme pour conjecturer la limite de u, quand n tend vers + %

3
Soit v la suite définie par: Vo=1 et vy = 1 Vo — 2
Etablir un algorithme de calcul permettant le calcul de la somme

T = wu,+ up,y +...+u, pourpetndonnés .

P

B. Utilisation d’un tableur :

Soit u une suite arithmétique de raison (-10) et de premier terme uy= 5.
Utiliser le tableur EXCEL pour :

1) Donner les valeurs de u,, pour n variantde 1 a 50

2) Calculer la somme S = uy + u; +...4us

3) Représenter graphiquement la suite u.

) .. 3 1
n Mémes questions avec u définie par up =2 et u,= g Uy | — 5

Un capital de15.000 dinars est placé le ler janvier 2000 avec un taux d’intérét annuel
de 6.5%. Tous les ans les intéréts sont cumulés au capital. Ou note c,, le capital correspon-
dant au ler janvier 2000 + n .

1) Recopier et compléter le tableau suivant en utilisant le tableur Excel

e 15

2) Représenter graphiquement la suite (c, )
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Exercices et problémes

4+(-1)"n
1+n

Soit la suite u définie sur IN par : u, =

1) Représenter les dix premiers termes de la suite u dans le plan muni d'un repere orthonor-
mé (prendre 2 cm comme unité de longueur).
2) Soient les suites v et w définies sur IN par : v, = uy, et w, =u,,
a. Donner les expressions de v, et w, en fonction de n
b. Vérifier que pour tout entiernon a: 1< v, <4 et —l<w, < %
3) Déduire alors que tous les termes de la suite u sont compris entre deux réels que I'on
précisera.

- Soit f la fonction définie sur IR+ par f(x) —— (x2-1)
1) Tracer la courbe représentative (C) de f dans un repere (O, i ,J)
2) Soit t la suite réelle définie sur IN par t, = f(n).
Représenter les points M, (n,t,) pour n € {0,1,2,3.4,5,6}
3) On considere les points I, milieux des segments [M; M ,»,] ot n € IN
a. Représenter les points I, pour n € {0,1,2,3.4}
b. Déterminer les coordonnées des points I, pour n € IN

c. Justifier que les points I,, pour n € IN représentent une suite réelle qu’on déterminera.

Soit (U,,) la suite définie sur IN par U, =n? et ( V) la suite définie par
V Un+1 Un
1) Montrer que ( V) est une suite arithmétique.
2) Calculer S, = Vg + V5 + Vg + ...+ V.
3) Déterminer n sachant que S, = 220.

n La figure ci-contre représente une spira-
le .Pour tout entier naturel non nul, on note a,
la longueur de la spirale comprise entre M,_; et u

M, (I'unité de longueur étant le c6té d’un car- u

reau du quadrillage) M

1) Calculer a;, a, et a3 u

]
2) Que peut-on conjecturer sur la nature de la
suite (a,,)

3) Calculer la longueur de la spirale entre les
points M et M,
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Soit a, b et ¢ trois réels distincts tels que a # 0. On suppose que a, b et ¢ sont trois ter-
mes consécutifs d’une suite géométrique de raison q et que 3a, 2b et ¢ sont trois termes consé-

cutifs d’une suite arithmétique.
1) Montrer que (q—2)2—1=0.

2) Déterminer alors q.

n Soit U une suite géométrique dont les termes sont négatifs et vérifiant :
Up<U; <Upy<Ujz..<U, <Uy <.

1) Soit q la raison de cette suite. Prouver que q € ] 0,1[.
2) On suppose que : Uy +U; + U, = -% et que Uy Uy = g
a. Montrer que : 6q2 - 13q+6=0
b. Vérifier que ( 3q —2)(2g-3) = 692 — 13q +6 .

c. Calculer alors q puis U}, en fonction de n.

Résoudre dans IR 1’équation :
9

2 3
1+ 2x N 2x " 2x A 2x —0
2x+1 2x+1 2x+1 2x+1

n 64 joueurs participent a un tournoi individuel de tennis. Le joueur qui perd une par-

tie est éliminé.
1) Quel est le nombre de parties du
a. ler tour. b. 2¢me tour. c. 3¢me tour.
2) Quel est le nombre total de parties ?
3) Reprendre les mémes questions dans le cas ou le nombre de participants est égal a

21 avec n un entier naturel non nul

n Le 01/01/2000 un journal compte 12 000 abonnés. Le service des abonnements a noté
que, chaque mois, 1 000 abonnements arrivent a échéance. Sur ces 1 000 abonnements, 750
sont renouvelés. De plus chaque mois 320 nouveaux abonnements sont souscrits.
Onnote uj;u, ;5 ... ;U5 , U3 ,... le nombre d'abonnés aux dates respectives  01/01/2000;
01/02/2000;...; 01/12/2000; 01/01/2001;...
1) Calculer u, et uy
2) a. Montrer que la suite (u,, ) est une suite arithmétique et donner sa raison.
b. Calculer uy, .
c. Déterminer le nombre d'abonnés au journal a la date du 01/12/2006
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10 e village avait 3123 habitants en 1995. Le nombre d'habitants diminue de 12% tous
les ans (a cause de I'exode rural).On note P, le nombre d'habitants
du village pour I'année n (on arrondira tous les résultats a 1'entier le plus proche )

1) Donner les valeurs de Pgg5 . Pig9s €t P1gg7 -

2) Justifier que la suite (P,) est une suite géométrique et donner sa raison.

3) Calculer Py .

4) En quelle année le nombre d'habitants commencera-t-il a diminuer du moins des deux
tiers par rapport a 1995 ?

5) Représenter graphiquement les termes de la suite (P, ) pour n variant de 1995 a 2007.

Dans la figure ci — dessous, ABC est un triangle rectangle en A et tel que :
AB=AC=a

A

B 3 ¢ 2

Du c6té droit de ABC, on construit des triangles rectangles isoceles dont la mesure du coté
de I'un est la moitié de celle du triangle qui le préceéde. On notera a, la mesure de I’aire du tri-
angle numéro n a partir de ABC. a; désignera la mesure de I’aire du triangle ABC.

Du c6té gauche de ABC, on construit des triangles rectangles isoceles dont la mesure du coté
de I’un est le double de celle du triangle qui le précede. On notera b, 1a mesure de ’aire du tri-
angle numéro n a partir de ABC.

1) a. Calculer a; et by en fonction de a

b. Quelle est la nature de chacune des suites (a,) et (b,)
2) On pose A, = ag + aj+ ay+...+ a,
B, =ay + by + by+....+ b,.

Calculer chacune des limites suivantes si elle existe :

a.lim a, b.lim b,
n — 4+« n — 4+

c.lim A, d.lim B,
n — 4+« n—+x
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IV 1 ¢ vieil Ehsene vivait entouré de ses enfants, petits -enfants et arriere -petits-enfants.

Ils formaient ainsi lui-méme et sa descendance un groupe de 400 personnes, chacun d'eux
ayant eu le méme nombre d'enfants (sauf les arriere -petits- enfants qui ne se sont pas encore
mariés) et tous encore en vie. Sauriez-vous combien le vieil Ehsene a eu d'enfants ?

(d'apreés les jeux mathématiques d'Eureka)

U, =6
13 Soit la suite !
3Un+1 - 2Un = 3

1) Calculer U, , Uz et Uy . Vérifier que U n’est ni arithmétique ni géométrique.
2) Soit (Vp)pemws: Vo=U, -3
a. Calculer V| puis montrer que pour tout entier naturel nnonnulona: 3V, ; -2V, =0

b. Déterminer la nature de la suite V puis calculer lim V, et lim U,
n — 4% n — +%©

14 U,=5
Soit la suite (U,),, « n définie par :

1) a. Représenter les cinq premiers termes de cette suite.

b. Déduire une conjecture concernant lim U,
n — 40

2) a. Déterminer le réel oo pour que le rapport

dans IN

b. Utiliser a) pour définir a partir de (U, ) une suite géométrique (V, ) dont on précisera la

Un+1‘a
U,-a

soit constant lorsque n varie

raison et le premier terme V|,

c. Déterminer alors lim V,  puis lim U,
n — +® n— +©
15 . . e - Uo =6
Soit la suite (U,),, e y définie par
3Up41 -20,=3

1) Calculer Uy , U, . En deduire que (U,)) n’est ni arithmétique ni géométrique.
2) Représenter graphiquement les cinq premiers termes de cette suite.
3)Onpose V,=U,+a. a€clR
a. Déterminer o pour que (V) soit une suite géométrique qu’on caractérisera.
b. Exprimer V,, puis U, enfonction de n.
c.Onpose S, =Up+U;+Up+...+U,etS =Vy+Vi+ Vo + .. +V, .
Calculer S',, puis S, .

d. Déterminer : lim V, , lim U, , Ilim S, , lim §,
n — 4w n — 4o n — 4w n —+4©
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Soit f la fonction représentée par le graphique suivant :

On considere la suite U définie par U, = — 3 et Uy= f(U,) pour ne IN
2

1) Représenter les six premiers termes de la suite U. Que peut-on conjecturer sur la limite de
U quand n tend vers +o ?

2x+2  six<lI
2) Vérifier que f(x)=14 1 9 . puis Calculer Uy, Uy, Uy ,Us,Uyet Us
-—X+— six 21
2 2
4) Vérifier que pourn=3ona U, ;-3 = —% U,-3)
5) En utilisant une suite auxiliaire convenable trouver l'expression de U, en fonction de n

puis déterminer la limite de U quand n tend vers +

IVA 1) Ecrire le rationnel a = 1, 5023 ... sous forme fractionnaire  (voir TP n°1)

. . 25 .
2) a. Vérifier que le rationnel b =55 n’est pas décimal
b. Montrer que b est une somme infinie de nombres décimaux (c'est-a-dire que b est la
limite a I’infini de la somme des n premiers termes d’une suite réelle dont les termes sont des

nombres décimaux)

Un ouvrier vient de déménager a cause de son nouveau travail, il loue alors une maison
au prix de 1200 D la premiere année. Le contrat de location impose une augmentation annuel-
le de 5% sur la totalité du montant payé I'année précédente en plus de 100 D comme frais d'en-
tretien.

1) Modéliser la situation présentée a l'aide d'une suite récurrente.

2) On suppose que le salaire de l'ouvrier est égal a 400 D par mois la premiere année puis
une augmentation annuelle égale a 5% . Quelle est la durée possible du contrat de location ,
sachant que I'ouvrier ne peut pas consacrer plus du tiers de son salaire au loyer? ( on utilisera

une calculatrice ou un tableur).
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Mathématiques et culture

APERCU HISTORIQUE
* Les premieéres suites numériques sont étudiées chez les Grecs, par exemple la suite des
nombres premiers; ARCHIMEDE travaille sur des suites numériques croisées dont les ter-
mes correspondent avec la longueur des arétes des polygones inscrits et exinscrits dans un
cercle de rayon constant, suites croisées dont la limite commune fait
intervenir le nombre

* Dans les années 1200 en Italie LEONARDO DE PISE (FIBONAC-
CI) (1175-1240) crée la suite numérique récurrente qui porte son nom et
définie de la maniére suivante: up=1, uj=1I et u,, ;= u, + u, ; (cette
suite traduit l'évolution d'une population de lapins)

* Les suites arithmétiques et géométriques sont étudiées en France au Moyen- Age par des
hommes comme Nicolas ORESME (1320-1382 et Nicolas CHUQUET (1445-1500) mais
il semble bien que ces deux suites étaient connues des chinois pendant la méme époque et
c'est a la renaissance (en particulier en Italie) que les suites numériques (explicites ou
récurrentes) qui appartiennent aussi bien a l'algebre qu"a l'analyse furent étudiées systéma-
tiquement
«AL - KALASADI
Le document ci-joint est I’une des pages du
manuscrit d’AL — KALASADI intitulé "
ATTABSIRA ALWADHIHA FI MASAEL
ALADAD AL- LAIHA " trouvé a MATMATA
au sud-ouest de GABES. ) .
ol e Jaals tualy ¥ slae Y Sue ¢ gana (3 Juddll GpS f b Jadly pslas Jalas e panll
L3 ell Jad 13 el oo Jliny Gsllaall 563 758 Log alae¥l Bue Chad 3 paimall G yudiy e J¥) aanll
lasts Y1 alae ¥ 8ae 5 QLS as Joaill s ol Lye gana S il Jualins ap 335 Lelsl alacl
olae¥ Sue ¢ gana hiad 3 Lgasedl Srke S5 ase LN as UsY1 sandl e Lelaal g,y L3I pay
S TG, Jalass ay 2305 Ledsl 5 Lo ell a3 0l 8t Lunas elliy opllaall el 5o, Chindy ualy say
Yl olae ¥ Sae (3 Joaill sas BN L pudl o3 18 15 12 9 6 3 13Sa sl 3 olae Y ells puni Lye gane
8 warals uptue s anls LAl 5sSs ds¥1 suall cay Gaspe TN Lale Jonl 35ue e oll £ 545 lualy
o2 Loslas Lo e pandl LI g gl &gy T3NS el g isllaall ell 5o T35 a5 alae¥l Sue i
O Tl e Gy g ltull o gy e e paadl ansy ciaall Jualis e panll Loauad Gapd e
Traduction bl e
“...Si les nombres ont entre eux une différence connue, multiplie alors la raison par le nom-
bre de termes moins un, au résultat tu ajoutes deux fois le premier terme et tu multiplies ce
que tu as obtenu par la moitié du nombre des termes : le résultat est ce qui est demandé.
Par exemple si on t’a dit trois nombres dont le premier est trois et ont pour raison deux.
Quelle est leur somme ?
Tu multiplies la raison qui est deux par le nombre des termes moins un qui est deux ca fait
quatre que tu lui ajoutes le premier terme qui est trois deux fois : ¢a donne dix que tu mul-
tiplies par la moitié de nombre des termes qui est un et demi tu auras ce qui est demandé :
c’est quinze.
Un deuxieme exemple si on t’a dit six nombres dont le premier est trois et la raison est aussi
trois. Quelle est leur somme ?
Ecris alors ces nombres sur une ligne de la maniere suivante : 3 6 9 12 15 18 puis tu
multiplies trois qui est la raison par le nombre des termes moins un ¢a fait quinze que tu
lui ajoutes le double de trois (en tant que premier terme) : ¢a donne vingt et un que tu mul-
tiplies par la moitié de nombre des termes qui est trois tu auras ce qui est demandé : c’est
soixante trois."
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Généralités sur les fonctions numériques a variable réelle

I. Fonction numérique a variable réelle

1. 1) On considere un cercle (C) de centre un point fixe O et de rayon variable r.
a. Dans quel ensemble peut varier le rayon r ?
b. Ecrire le périmetre p du cercle (C) en fonction de r.
c. Ecrire l'aire du disque de rayon r en fonction de p.

2) On considere un rectangle quelconque.

a. Dans quel ensemble peut varier son périmetre p ?
b. La donnée du périmetre p du rectangle détermine-t-elle son aire ?

c. Peut-on écrire 1'aire d’un rectangle comme fonction de son périmetre ?

Principe du levier
2.a.0On donne m = 2kg et M = 20kg.

A (0] B
Si on fixe les masses m et M et on fait varier
le point de contact O, déterminer, a 1'équilibre, y m

la distance OB en fonction de OA
b. On donne M = 15 kg et OA =20 cm.

Si on fixe la masse M et le point O et on fait varier la masse m, déterminer a I'équilibre, la

masse m en fonction de OB.

Activités de découverte
3. Soit la fonction f : IR — IR . Recopier et compléter le tableau suivant
X x2-x +2
1 a pour image
3 est l'antécédent de

% est I'image de
I'image de O est
les antécédents de 2 sont
le plus petit des réels f(-2) et f(0) est
le plus grand des réels f(0) et f(2) est
4. 1) Soit la fonction f : IR — IR
X 2x-5
a. Quelle est la nature de la fonction f ?
b.Quelle est la nature de sa courbe représentative ?
c. Tracer cette courbe dans un repere cartésien (O, i , j ) du plan.
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I ————————————————————————————————————————————————
2) Soit la fonction g définie sur IR par g(x)= x2-3x+5
- -
Quelle est la nature de sa courbe représentative ? Tracer la dans un repére orthogonal (O, u , v )
du plan.

5. La courbe ci-dessous est la représentation graphique d'une fonction f définie sur IR.
Déterminer graphiquement

e f(-2),f(1) et f(2) * les antécédents de O et de -1

* 1’ordre des réels f(-2), f(0) et f(2) * le signe de f(x) pour x € [1,3]

* le nombre de solutions, dans] -4,3[,de 1'équation f(x) =0

* le nombre de solutions, dans] -4 4[, de 'équation f(x) = —4.

* I’ensemble des réels f(x) pour x € [-3,3]
3]

6. Déterminer l'ensemble de définition de chacune des fonctions suivantes :

fixe— 2, gxH-3x+tl,h:x - X2-2X+5, u: X §X+; et v: X > +/2x+3
X_

Définition 1

Soit D une partie de IR. On appelle fonction numérique a variable réelle f de D vers
IR, un procédé qui a tout réel x de D fait correspondre au plus un réel noté f(x).
Remarque : Par abus de langage, une fonction numérique a variable réelle est dite, tout
simplement, fonction.

Définition 2

On appelle ensemble de définition d'une fonction f, I'ensemble de tous les réels x pour
lesquels f(x) existe.

Remarque

Une fonction est déterminée par son ensemble de définition et I'image de tout réel de cet
ensemble.

Définition 3 Lo
Le plan est rapporté a un repere cartésien (O, i, j).
Si f est une fonction définie sur un ensemble D; I'en-
semble (C) des points M(x,f(x)) ol x est un élément
de D est dit représentation graphique ou courbe
représentative de la fonction f.

(©) = {M(x.f(x)) ,x €D}.

Ainsi, pour tout point M(x,y) du plan, M € (C) ) & (x € D ety = f(x))
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Auto évaluation

1. Parmi les courbes suivantes, lesquelles sont représentatives d’une fonction?
(fig.1) (fig.2) (fig.3)

1.57

1
©)
\ 05
0 T T
"“

05

4

2. Pour chacune des trois courbes suivantes, tracer un repere (O, i, j) tel que la courbe soit

S S S
=)
N
w

1]

la courbe représentative d’une fonction.
(fig.1) (fig.2) (fig.3)

NN <7

3. Déterminer I’ensemble de définition de chacune des fonctions définies par :
x+1

D) f(x)= x+145  b) fo=+i-x c)fx)=2"1 d) foo = <L
X x—1 |x|—2

e) f(X):\/;'i‘\/Z—X f) f(x):% g) f(x)zx%

- h) f(x):Q
|X| 2 x-2 x=3

4. L’unité de mesure étant le centimetre, dans un rectangle ABCD de longueur
AB =4 et de largeur BC = 3, on considere un point M variable sur le segment [AB] privé de
A et B et on note S I'aire du disque de centre A et tangent a [DM].

1) Faire une figure.

2) Si on désigne par d la distance AM, définir la fonction f qui a toute distance d associe

l'aire S correspondante.
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II. Sens de variation d'une fonction

1.
1) Comment varie le volume d'un cylindre de base fixe, si sa hauteur augmente ?
2) Comment varie, en fonction du temps, la distance au sol d'un solide en chute libre?

3) Comment varie l'aire d'une plaque rectangulaire, si son périmetre augmente ?

Activités de découverte

2. On considere les fonctions définies sur IR par f: x> -6x +4 et g: x> 3x2-6x + 4
1) a.Donner le sens de variation de chacune des fonctions f et g sur IR.
b. Comparer f(x) et g(x) pour x réel.
2) Ordonner, sans calcul, les réels suivant f(-10), g(-20), f(-20) et g(-30).
3. La courbe ci-contre est la représentation

graphique d’une fonction f définie sur IR

Utiliser cette courbe pour déterminer

le sens de variation de la fonction f sur IR. (©)

4. Soit la fonction f définie sur IR-{1} par f(x) :% Donner le sens de variation de la fonc-

tion f sur chacun des intervalles |- «,1[ et |1+ « [.

5. Soit f une fonction définie sur ensemble D.
fx2) —f(x)
Xy =X
1) Montrer que la fonction f est croissante sur D si et seulement si pour tout x; de D et tout x,

On pose pour tout x; de D et tout x, de D tels que X; # X, T =

de D tels que x; #x, ona T=0
2) Montrer que la fonction f est décroissante sur D si et seulement si pour tout x; de D et tout

X, de D tels que x; #x, ona T=<0
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Définitions
Soit f une fonction définie sur D.
* La fonction f est dite strictement croissante sur D si, pour tout x; de D et tout
X, de D tels que x; < x,, on a f(x;) < f(x,).
* La fonction f est dite strictement décroissante sur D si, pour tout x; de D et
tout x, de D tels que X; < X,, on a f(x;) > f(x,).
* La fonction f est dite croissante sur D si, pour tout x; de D et tout x, de D tels
que X; < X,,on a f(x;) < f(x,).
* La fonction f est dite décroissante sur D si, pour tout x; de D et tout x, de D
tels que x; < X,, on a f(x;) = f(x,).
* La fonction f est dite strictement monotone sur D si f est strictement croissante
ou strictement décroissante sur D.
* La fonction f est dite monotone sur D si f est croissante ou décroissante sur D.
Taux de variation
Soit f une fonction définie sur D.
Pour tous réels x; et x, distincts de D, le réel T = fx2) = fx1) - et appelé taux
de variation (ou d’accroissement) de f entre x; et x,. 2 !

Auto évaluation

1. (Q.C.M.) Cocher les cases convenables
(Une réponse ou plus peuvent étre valables)
a. La fonction f définie sur IR parf: x = -2x +3 est
|| croissante sur IR+
|| décroissante sur IR-
|| décroissante sur IR
| | on ne peut rien dire sur les variations de f.
b. La fonction f définie sur IR par f : X > -x2 + 1 est
] décroissante sur IR
| | croissante sur IR-
|| croissante sur IR+
| | on ne peut rien dire sur les variations de f.

2. Soit f la fonction définie sur IR par f(t) = 3 — t2 + t +2.
a. Montrer que pour tous réels x et y on a :

) = (x — Ty 1y243 ¢ 12,2
) = fy) = x =[x T3 y-5) T3 063 T3]
b. En déduire que f est strictement croissante sur IR.
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III. Opérations sur les fonctions

Activités de découverte

1. On considere les fonctions A et B définies sur IR-{2} par A(x) =
et Bx)=x-2.
1) Calculer, pour tout x de IR-{2}, A(x) + B(x)
1

2) Vérifier que pour tout x de IR-{2}, A(x) - B(x)=-2x +3 + 3
X -

-x2+3x-l
x-2

3) Déterminer la fonction f définie par f(x)= A(x)B(x).

2. On donne les fonctions F et G définies sur IR par F(x) = x2 - 3x +2
et G(x) = x2 - 1.

1) Vérifier que F(x) = (x — 1)(x - 2) .

2) Pour tout réel x tel que G(x) # 0, on pose H(x) =

F(X). Simplifier I'expression H(x) et

X
donner I’ensemble de définition de la fonction H qui a x associe H(x).

3. 1) Tracer dans un repere orthogonal La courbe représentative (C) de la fonction f définie
sur IR par f(x)= x2+ 2x - 1.

2) On considere la fonction t définie sur IR par t(x)= x2+ 2x + 2.

a. Tracer, dans le méme repere, la courbe représentative (C’) de t.

b. Ecrire t(x) en fonction de f(x).

c. Comment peut-on obtenir (C’) a partir de (C) ?

4. 1) Recopier la figure ci-contre.

2) La courbe (C;) est la représentation

graphique de la fonction f définie sur IR par
f(x) =-x + 2.

On considere la fonction p définie sur IR par A

p(x) = —3x+6.
a.Tracer sa courbe représentative.
b. Ecrire p(x) en fonction de f(x).

3) La courbe (C,) est la représentation gra-

phique de la fonction g définie sur
IR* par g(x) = %
On considere la fonction s définie sur IR* par s(x) = f(x) + g(x) et soit ( C5) sa courbe

représentative.
a. Donner I’allure de la courbe (C5).

b. Valider cette allure a I’aide d’un logiciel.
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5. Soient f et g deux fonctions définies sur un ensemble D et o un réel positif. On définit sur
D les fonctions R, S et P respectivement par R(x) = —f(x), S(x) = f(x) + g(x)
et P(x) = af(x).
1) Montrer que
* si f est croissante sur D alors R est décroissante sur D.
* si f est décroissante sur D alors R est croissante sur D.
* si f et g sont croissantes sur D alors S est croissante sur D.
* si f et g sont décroissantes sur D alors S est décroissante sur D.
* si f est croissante sur D alors P est croissante sur D.

e si f est décroissante sur D alors P est décroissante sur D.

2) Peut-on prévoir le sens de variation de la fonction S si f est croissante sur D
et g est décroissante sur D ?

Somme de deux fonctions
Si f et g sont deux fonctions définies sur un ensemble de réels D, on définit sur D
la fonction somme de f et g qu'on note f+g par f+g:D — IR
x B f(x)+g(x)

On a alors pour tout x de D, (f+g)(x)=f(x)+g(x)

Produit d'une fonction par un réel
Si f est une fonction définie sur un ensemble D et o un réel, on définit sur D la
fonction produit de f par le réel a qu'on note af par af: D —» IR
X b a.f(x)
On a alors pour tout x de D, (af) (x)= a.f (x)
Produit de deux fonctions
Si f et g sont deux fonctions définies sur un ensemble D, on définit sur D la fonction
produit de f et g qu'on note fxg par fxg : D — IR
X - f(x).g(x)
On a alors pour tout x de D, (fxg)(x)=f(x).g(x)
Quotient de deux fonctions

Si f et g sont deux fonctions définies sur un ensemble D et si de plus pour tout x
de D on a g(x) # 0, on définit sur D la fonction quotient de f par g qu'on note
f i
f par f.p R Clestadire: pour tout x de D, (—)(X)= )
g g £(x) g g(x)
X —=

g(x)
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Fonctions polyndmes
On appelle fonction polynéome toute fonction P définie sur IR par :
P(x) = a,x"+a,_x"1+...+a5 , 00 a, , &, ;,..., 8y sont des réels.
Si a, # 0, on dit que n est le degré de P.
Polynomes particuliers
Sin =1, P est dit fonction binOme.
Sin =2, P est dit fonction trinOme.

Fonctions rationnelles
On appelle fonction rationnelle toute fonction f de IR vers IR telle que :
f(x) = u(X ol u et v sont des fonctions polyndmes.
v(x)

Théoreme

La somme de deux fonctions croissantes sur un ensemble D est croissante sur cet
ensemble.

La somme de deux fonctions décroissantes sur un ensemble D est décroissante sur cet

ensemble.

Le produit par un réel positif d’une fonction croissante sur un ensemble D est

croissante sur cet ensemble.

Le produit par un réel positif d’'une fonction décroissante sur un ensemble D est décrois-
sante sur cet ensemble.

L’opposé d’une fonction croissante sur un ensemble D est décroissante sur cet ensemble.

Auto évaluation

1. On donne les deux fonctions f et g définies par : f(X) = Vx et g(x) = Vx

x+1°

1) Quel est I’ensemble de définition de chacune des fonctions fet g ?
2) Déterminer les fonctions f+getf—g

3) Déterminer la fonction fxg et tracer sa courbe dans un repere orthogonal (O, i, j) .

2. Soient les deux fonctions f et g définies par:
f(x) = (1 = 3x)2 - (1 -3x)(2x —3) et g(x) = (x —2)2- (4x — 3)2.
1) a. Quelle est la nature de chacune des fonctions fet g ?
b. Ecrire f(x) et g(x) sous forme de produits de facteurs du premier degré .
2) On pose h(x) = @ Quelle est la nature de la fonction h ?
b. Déterminer l’ensémble de définition D de h .

c. Simplifier h(x) pour x € D.
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3.1) Justifier que les fonctions f et g définies sur ]O,+ %[ respectivement par

f(x)= x2 +3x-5 et g(x) = — 1 + 3 sont strictement croissantes sur cet intervalle.
X

2) Soit la fonction h : x % 2x2-6x + 7
a. Exprimer, pour x €]0,+ o[, h(x) en fonction de f(x) et g(x).
b. En déduire que h est strictement décroissante sur ]0,+ oo[.

4. Soit la fonction f définie sur IR-{2} par f(x) = % .
1) Vérifier que pour tout x de IR-{2}, f(x) =x+1 — x _32 :

1

2) a. Donner le sens de variation de la fonction x —

> sur ]2+ oo

b. En déduire que f est strictement croissante sur |2+ oo[.

IV. Comparaison de fonctions et extrema

Activités préliminaires

1. 1) Soient les fonctions f et g définies sur IR par f(x)=2x2-x et g(x) = x3
Résoudre dans IR, l'inéquation f(x) < g(x).
2) Considérons les fonctions f , g et h définies par :
f:IR > IR g:IR > IR h:IR - IR
X = (x-l)2 XH|X-1| X = x-1

Vérifier que pour tout réel x, on a f(x) = g(x) et h(x) < f(x).

2. On donne les courbes (Cy) et

(C,) d’équations respectives
) (c2)
y=x*ety=-x-1.

1) Montrer graphiquement que :

a.’équation x2+x+1=0 *oa \
n’a pas de solutions dans IR. 2]
b. pour tout réel x , x2>-x- 1. 3]

2) Retrouver les résultats algébriquement.
3. On considere la fonction f définie sur IR par f(x)= 4(x+1)2 — (3x-2)2 et ( C)
sa courbe représentative dans un repere (O, T , ;) .Etudier suivant les valeurs de x, le signe de

f(x). En déduire la position relative de la courbe (C) par rapport a 1’axe des abscisses.
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4. On considere les fonctions f, g et h définies sur IR respectivement par

f(x) = 2(x-3)2, g(x) = - (x-2)2 et h(x) = (x-3)3 .
1) Comparer suivant les valeurs de x, les réels f(x) et g(x).Que peut-on dire des courbes repré-
sentatives de fet g ?
2) Comparer suivant les valeurs de x, les réels f(x) et h(x).Que peut-on dire des courbes repré-
sentatives de feth ?

5. La courbe (C) ci-contre est la représenta-
tion graphique d'une fonction f définie sur IR.
1) Déterminer, graphiquement, le réel t tel que :
pour tout x € IR, f(x) = f(t)

2) Déterminer, graphiquement, un intervalle
ouvert | contenant O tel que pour tout x € I,
f(x) = f(0)

Soient f et g deux fonctions définies sur D

Egalité de fonctions

Les fonctions f et g sont dites égales sur D si pour tout x de D, on a f(x) = g(x).
On écrit f = g sur D.

Restriction d'une fonction

Soit D' une partie de D. La fonction h définie sur D' par h(x) = f(x) pour tout x de
D' est appelée restriction de f sur D'. On la note fID'

Onaalors flp: D' — IR, autrement f| = f sur D'
X B f(x)
Comparaison de fonctions
¢ fest dite supérieure a g sur D, si pour tout x de D, on a f(x) = g(x).
On écrit f= g sur D.
* f est dite inférieure a g sur D, si pour tout x de D, on a f(x) < g(x)
On écrit f < g surD.
Signe d’une fonction
* f est dite positive sur D, si pour tout x de D,ona f(x) =0
On écrit =0 sur D.
* f est dite négative sur D, si pour tout x de D, on a f(x) <0
On écrit <0 sur D.
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[1lustration graphique

Les courbes (C) et (C') ci-dessous sont les représentations graphiques respectives de
deux fonctions f et g dans un repere (O, i, j ) du plan.

N

+

Ona:
° f=gsur]-=.2]
e f<0sur[l,2]
°g>0sur[0,1] U [2400]

Fonction majorée, fonction minorée, fonction bornée.

* f est dite majorée sur D s'il existe un réel M tel que pour tout x de D, f(x) < M.

¢ f est dite minorée sur D s'il existe un réel m tel que pour tout x de D, f(x) = m.

* f est dite bornée sur D si elle est a la fois majorée et minorée.
Maximums

¢ On dit que f admet un maximum local en x, €gal a f(x)) s'il existe un intervalle ouvert
I inclus dans D, contenant x,, tel que:

pour tout x de I, f(x) < f(x).
* Si pour tout x de D, f(x) =< f(Xx), on dit que f(xy) est un maximum global de f sur D.
Minimums

* On dit que f admet un minimum local en x, égal a f(x,) s'il existe un intervalle ouvert
I'inclu dans D, contenant X, tel que pour tout x de I, f(x) = f(x().

* Si pour tout x de D, f(x) = (X)), on dit que f(x() est un minimum global de f sur D.
Extremums

Un minimum ou un maximum est dit extremum.
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[lustration graphique
La courbe (C) ci-dessous est la représentation graphique, dans un repere
(O, i, ]) du plan, d'une fonction f.

On a:

* Tout réel M supérieur a 4 est un majorant de f.
* 4 est un maximum global de f.

¢ 1 est un maximum local de f.

* 0 est un minimum local de f.

* f est majorée et non minorée.

Auto évaluation

1. Déterminer dans chacun des cas suivants les ensembles de définition des
fonctions fet getexaminersif=g.

a) fx)=vx-1Vx-2 ,gx)=4x-1)x-2). b) f(x)— SR ,g(x) =

-2 x+2 x2 4

2. On considere les deux fonctions f et g définies par :

‘x + X - 2‘
f(x) =

1) Donner leurs ensembles de définition.

2) Factoriser I’expression A(x) = x2 + x — 2 (on remarquera que A(x) =x2 — 1 +x - 1)

3) Comparer les deux fonctions f et g.

4) Comparer les restrictions de f et de g sur

11 400] 4]

. ) . ©) ]
3. La courbe ci-contre est la représentation gra- 3

phique d'une fonction f définie sur IR.

1) Déterminer les restrictions de la fonction f sur
chacun des intervalles ;
J-0,~1], [-1,2] et [2,+°°]. 4

et gx)=x+2

5

2) Résoudre, graphiquement puis algébrique- —
ment, I'équation f(x) = x—1
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4. La courbe ci-dessous est la représentation graphique d'une fonction f définie sur IR. Utiliser
le graphique pour étudier le sens de variation de f et pour donner son signe et des valeurs
approchées de ses extremums.

(C) 3.

V. Eléments de symétrie

1. 1) Soit f la fonction définie sur IR par f(x) = —2x2+1 et on désigne par (C) sa courbe repré-
sentative dans un repere orthogonal (O, i),

a. Tracer (C) et préciser son axe de symétrie.

b. Vérifier que pour tout x € IR, f(—x) = f(x). Que peut-on en déduire pour f ?

2) Soit g la fonction définie sur IR* par g(x) -3 et on désigne par (C') sa courbe représen-

tative dans un repere orthogonal (O, K , 7) . )

a. Tracer (C') et préciser son centre de symétrie.

b. Vérifier que pour tout x € IR*, g(—x) = — g(x) Que peut-on en déduire pour g ?
2. Montrer que la courbe représentative d'une fonction paire dans un repeére orthogonal est
symétrique par rapport a l'axe des ordonnées et que la courbe représentative d'une fonction

impaire est symétrique par rapport a I'origine du repere.

Activités de découverte

3. 1) Soit f la fonction définie sur IR par f(x) = x2 + 4x +let (C) sa courbe représentative dans
un repére orthogonal (O, i)

a. La fonction f est-elle paire ? Est-elle impaire ?

b. Tracer la parabole (C). Préciser son axe de symétrie.

c. Vérifier que pour tout x € IR, f(-4—x) = f(x).
2x -1

2) Soit g la fonction définie sur IR par g(x) = et (C') sa courbe représentative dans un
- -

repére orthogonal (O, u , v).
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a.La fonction g est-elle paire ? Est-elle impaire ?
b.Tracer I'hyperbole (C'). Préciser son centre de symétrie.
c. Vérifier que pour tout x € IR-{3}, (6—x) € IR-{3} et g(6—x) = 4— g(x).

4.1) Soit f une fonction définie sur un ensemble non vide D de réels.
(C) sa courbe représentative dans un repere orthogonal (O, T , _]?) , aunréel et (A) la droite
d'équation x = a.
Montrer que ( SA(C) = (C) )= (pour tout x € D,2a—x € D et f(2a—x) = f(x))
2) Soit g une fonction définie sur un ensemble non vide D' de réels.
(C") sa courbe représentative dans un repere orthogonal (O, i, J )a et b deux réels et I le point
de coordonnées (a,b).
Montrer que ( Sy(C') = (C') )< (pour tout x € D', 2a- x € D' et g(2a—x) = 2b—g(x)).

f désigne une fonction définie sur une partie non vide D de IR et (C) désigne sa
courbe représentative dans un repére orthogonal (O, i.j)
Fonction paire
* La fonction f est dite paire si,

-x&€D
pour tout x ED,on a: et
f(—x) = f(x)

¢ Si f est paire alors (C) est symétrique

par rapport a 1'axe des ordonnées.

Axe de symétrie

* Une droite A : x = a, (a € IR) est un axe

de symétrie de la courbe (C), si

SA(C)=(C) (S, étant la symétrie axiale

d'axe (A))

* La droite A : x = a est un axe

de symétrie de la courbe (C) si et seulement si
2a—x €D

pour tout x €D, on a: et g
f(2a—x) = f(x) 1 i
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Fonction impaire
¢ La fonction f est dite impaire si,

-x€D (©
pour tout x ED,on a: et |

(%) = ~f(x) T
* Si f est impaire alors (C) est symétrique O] =

par rapport a l'origine O du repere.

Centre de symétrie
* Un point I(a,b), (a € IR, bEIR) est un centre
de symétrie de la courbe (C), si

S1(C)=(C) (S étant la symétrie centrale
de centre 1.) -
* La point I(a,b) est un centre
de symétrie de la courbe (C) si et seulement si
2a—x €D
pour tout x € D,on a : et
f(2a—x) = 2b — f(x)
1. Déterminer 1'ensemble de définition de chacune des fonctions suivantes puis
étudier sa parité.
o fix H3x2 cg1X X3 « h:x > 3x>x+1
e UDX b -3%x—X e v:ixX b 3x7-2x+2 e W:iX > x+3
°p2XF>ﬁ-1 e q:X s X2 crix e Xt
X X+3 x2—1

2.Le plan étant rapporté a un repere orthogonal(O, i , ;) .
a.Déterminer 1'ensemble de définition de chacune des fonctions suivantes et dire
si le point indiqué est centre de symétrie de sa courbe représentative.
-f:x I—)M le point J(1,1) c g:X |_>X_'2 le point J(-3,1)
x -1 x+3
b. Déterminer 1'ensemble de définition de chacune des fonctions suivantes et dire
si l'axe indiqué est axe de symétrie de sa courbe représentative.

2
.u;x|_>x+1 l'axe des ordonnées « V:X > +x+3, laxeA:x=-3

x> —1
e WiX b [x2|, laxe A:x=2 . Pix o (x3), laxe A:x=3

48



Travaux pratiques

Soit ABC un triangle rectangle en B tel que AB = 6 et BC =45 et I un point fixe du
segment [AC] tel que Al = 5. Un mobile M part de A et parcourt le bord ABCA. On désigne
par x la distance parcourue par M.

1) Calculer AC puis vérifier que I’'ona: 0 < x <18
2) a. Calculer IC.

b.Soit f la fonction qui a tout x fait correspondre la distance IM.
Déterminer, sans expliciter f(x), le sens de variation de la fonction f.

Un maitre nageur dispose d’une corde de 160 m de longueur pour délimiter avec le bord
de la plage un rectangle ABCD de baignade surveillée comme I’indique le schéma ci-dessous.
1) On pose AB = x et y la distance de deux points A et B de la plage.
a. Ecrire y en fonction de x.
b. Donner I’aire du rectangle ABCD en fonction de x
Quelle doit étre la distance des bouées A et B pour que le rectangle ABCD ait une aire maxi-

male ?

la plage

La vitesse moyenne v
. , 1 Consommation(en 1/100km)
d'une voiture est donnée en Km/h, sa 1]

consommation en carburant est calcu-
1ée en 1/100km.

Cette consommation c¢(v), dépendant
de la vitesse moyenne, est modélisée
par une fonction f dont la courbe
représentative est la courbe (C) ci-
contre.

Quels sont les renseignements utiles

qu'on peut recueillir a partir de ce gra-

o = N W A~ O O N 0 ©
PR R M S R S P R ST et S TS Tt S R

Vitesse(en Km/h)
phique ? ' {0 " 20 40 60 80 100 120 140 160
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Suite a une atteinte par une
maladie infectieuse on a constaté que
le nombre de personnes ayant été
contaminées par la maladie, n jours
apres I’apparition du premier cas, est
modélisé par une fonction dont la
représentation graphique est la cour-
be ci-contre

1) Combien de jours la maladie a-t-
elle duré ?

2) Apres combien de jours la mal-

400 |

300

200 |

100 |

| Personnes atteintes
500 |

(©)

adie a attaqué le plus grand nombre’ -

de personnes et quel est ce nombre ?

Le parcours d'un automobiliste, partant d'une ville A vers une ville B et revenant a la
ville A, est modélisé par une fonction d qui donne a tout instant t compris entre O et 2 heures

la distance d(t) qui sépare I'automobiliste de la ville A.

La représentation graphique de cette fonction est la suivante :

100k
90k |
80km |
70km
60km|
50km |
40km|
30km |
20km |

10km|

Okm
—

Le parcours de l'automobiliste présente une symétrie dans le temps. Expliquer et com-

menter cette hypothese.
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Avec l'outil informatique

Soit f I'application de IR vers IR définie par f(x) =vx+1
* Recopier et compléter, a I’aide du tableur Excel, le tableau suivant :

|- perredad 6| e les]en|id] 14 )97 |2 [98] A7 (8

o

* Placer, dans un repere orthogonal, les points M(x,f(x)) ainsi déterminés.

* Donner l'allure de la courbe représentative (C) de la fonction f.

* Préciser cette courbe en utilisant un logiciel.

e Tracer son symétrique (C') par rapport a 'axe des abscisses.

* Quelle est votre conjecture sur la nature de la réunion (C) U (C') ?

Soient les fonctions f et g définies sur IR* par f(x) =% et g(x) = f(-x).
1) Utiliser un logiciel pour tracer, dans un repere orthogonal, la courbe représentative (C)
de la fonction f.
2) On considere les fonctions u et v définies par u = f + g et v = f- g et soient (C;) et (Cy,)
leurs courbes représentatives respectives.
a. Déterminer u et v.
b. Quelle est la nature de la courbe (C;) ? Tracer la dans la méme figure.
c. Utiliser le méme logiciel pour tracer la courbe (C,). Vérifier, a I’aide de ce
logiciel, que (C,) est symétrique par rapport a l'origine du repeére.
3) Soit x un réel non nul quelconque.
a. Que représente le point M(x, f(x)) pour les points M(x, u(x)) et
M,(x, v(x))? (Utiliser le logiciel)

b. Prouver cette conjecture.

X2 +2x+2

On considere la fonction f définie sur IR-{-1} par f(x) = |
X

1) En utilisant le tableur Excel, déterminer les images des réels
329 11.9 .8 1

T T T ) Ea"

10°°°°102° 10107
f sur [_3’_2]7] [_2’_1[’ ]_170]7 [071]79

2) A I’aide d’un logiciel de construction de courbes, tracer la courbe représentative de la

.,1. Que peut-on conjecturer sur le sens de variation de

fonction f puis retrouver la conjecture de la premiere question.

Exemples de logiciels de construction de courbes :
Géogebra, Graphe-Easy, Menumath, Cabri géometre II, Graphmatica, Géoplan,...
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Exercices et problemes

Déterminer 1’ensemble de définition de chacune des fonctions définies par :

a. f(x) =x*- x +2 b. f(t)=2t+3+% . fiy)= X1
y -4
—l-x+ 2 = JIoR] _ [ x
d. f{x)=1 X+X2+1 e. f(x)= 1-]x| f. f(x) =
L & x<2
x +2
o )= —— h fx)= 22 (aelR) i. fix)=
|x-1|—1 |x|—a
X+ 1si x>-2
Soit la fonction f définie par : f(x) = M
2|x|+1

a. Déterminer 1’ensemble de définition de f .
b. Calculer f(-4) et f(0) .

c. Déterminer 1’antécédent de O .

d. Ecrire f(x) sans valeur absolue.

On considere, dans un repere orthonormé, les points A(0 , 4), B(2 , 2) et C(2,0). Pour
tout point M de 1’axe (Ox) d’abscisse x (x&€ IR—{0,2,4}), on désigne par S(x) I’aire du triangle
ABM.

1) Montrer que les aires du trapeze OABC , et des triangles AOM et BCM sont respecti-
vement égales a 6 ,2 Ix| et 12—x I.

2) Exprimer S(x) suivant que x<0; O<sx =<2 et2<Xx.

3) Représenter graphiquement la fonction S: x> S(X) .

n Soit la fonction f définie par f(x) = (x-1)(x-3)
a. Construire sa courbe représentative (C) dans un repere orthonormé.
b. Soit M € (C), d’abscisse x, N son projeté orthogonal sur (x’x), P son projeté orthogonal

sur (y’y).
Calculer en fonction de x, I’aire a(x) du rectangle ONMP.
Pour quelles valeurs de x, a(x) est-elle nulle ?

Le tableau de valeurs suivant est celui d’une application affine.
Une erreur s’est glissée dans la ligne des y. La corriger .

Si I’erreur avait été commise dans la ligne des x, comment le tableau devrait-il &tre corrigé ?
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Les courbes ci-contre sont celles des
fonctions f, g et h définies par :

fx)= x> -1, g(x) = %1 et h(x) = 2x +1.

Faire correspondre a chaque fonction sa repré-
sentation graphique.

Relativement a un repere orthonormé (O, T , ;), on considere deux ploints fixes A(0,2)
et B(3,4). Un point M d’abscisse x varie sur la demi droite [Ox).

1) Déterminer I’aire du triangle ABM lorsque x = 2 puis lorsque x = 4.

2) Exprimer en fonction de x 1’aire du triangle ABM .

3) Représenter graphiquement la fonction qui a tout réel positif x associe ’aire du
triangle ABM.

n On considere la fonction f définie par f(x) = V1—- x> .
1) Pour quelles valeurs de x, f est-elle définie ?
2) Soit (C) la courbe représentative de f dans un repere orthonormé .
Montrer que M(x ,y) € (C) si et seulement si: -1 <x<1 ;x2+y2=1.
3) Représenter graphiquement la fonction f .

n On désigne par f la fonction représentée
ci-contre.
1) Donner le sens de variation de la fonction f

sur [-1,3].

2) Résoudre graphiquement dans

[-1,3] I’équation f(x)=0

3) Résoudre, a I’aide du graphique, dans I’in-
tervalle [-1,3] I’'inéquation f(x)<-2 .

4 Sachant que f est une fonction polyndéme du

second degré en x, déterminer f(x).
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ILI}  Soit f 1a fonction numérique a variable réelle définie sur IR. (C) sa courbe représenta-
tive dans un repere (O, i, 17) .aet b deux réels. On définit sur IR la fonction g par

g(x) = f(x+a) +b de courbe représentative (C’) .

Montrer que (C’) est I'image de (C) par une translation dont on déterminera le vecteur .

Etudier les variations de f dans les intervalles indiqués :
a. f(x) =x(2-x) sur [1,4%[ et |- %,1].
b. f(x) = x2 % sur 10,1]

IVA  Soit f une fonction croissante sur IR. On pose u et v les fonctions définies sur IR par
u(x) = f(x)-f(-x) et v(x) = f(-x)
a. Vérifier que f = u+v
b. Montrer que u est croissante sur IR et v est décroissante sur IR

Soit f la fonction définie sur IR par : f(x) =l 3x |- 2x-2 [+2—x.
Etudier le sens de variation de f puis tracer sa courbe représentative dans un repere(O, i, j).

1) On donne la fonction g définie par : g(x) =x2 - 2x + 2 .
a. Vérifier que les points A(0 , 2) et B(3 , 5) appartiennent a la courbe représentative de g .
b. Donner le sens de variation de g sur |- e , 1] puis sur [1 ,+% [ .
c. En déduire que pour tout réel x ,ona: g(x)=1.
ax - 4

x+Db
On suppose que la courbe de h passe par les points A(0 , 2) et B(3 , 5).

2) Soit h la fonction définie par : h(x) = ou aetb sont deux réels

. Déterminer les réels aetb .

a

b. Donner le sens de variation de h sur ]- o |, 2[.

c. Représenter graphiquement les fonctions g et h.
d

. Vérifier que le point A, B et C(1,1) sont les points communs de ces deux courbes.

e. Résoudre, graphiquement, I’inéquation g(x) = h(x) dans IR.

IBN  On donne les deux fonctions f et g définies par :

—1441 +x2

fx) = —— " et gk = %
X

1++1+x2

b.Comparer fetgsur JO,+%[ puissur]-o ,0[ .

a. Montrer que pour tout x € IR*, f(x) =
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16 Les courbes (C ) et (C’) tracées ci- 6
contre sont les courbes représentatives 5
de deux fonctions f et g définies sur IR. ©) ' ©)
1) Déterminer les points d’intersection de
ces deux courbes .

2) Résoudre, graphiquement, 1’inéquation
f(x) = g(x) dans IR. A

Dire si la fonction f est majorée, minorée sur I’intervalle I dans chacun des cas suivants
a.f(x)=2x+1. I=1R
b. f(x) =x2 . I=1R

c.f(x)=ﬁ I=[0,1]

d.fx)=x+ 1 [=1]-0,-1] (On pourra vérifier que f croissante sur I ).
X

Soit f la fonction x> v/x + % -2

X
1) Déterminer 1’ensemble de définition de f .
2) Montrer que , pour tout X E] 0, +°O[ ; f(x) 2 Jx =2 .En déduire que f n’est pas majorée sur
10,42°].

3) Proposer un minorant de f sur ]0,+c°[.

Sur une droite D munie d’un repére (O, i), on considere les points A , B et M
d’abscisses respectives -1 ,2 et x .
f(x) désigne le nombre 3MB — 2MA .

1) Exprimer f(x) en fonction de x ( on distinguera trois intervalles dans IR).
2) Représenter graphiquement f dans un repere orthonormé.
3) a.Préciser le minimum de f.

b. Déterminer suivant les valeurs de k le nombre de solutions de 1’équation f(x) = k
4) Résoudre les inéquations f(x) < -2 etf(x)=0.
5) a. Tracer sur le graphique les droites d’équations y =xety =-x .

b. Résoudre, dans IR les équations f(x) = x et f(x) =-x puis les inéquations

f(x) =x etf(x) <-x.
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PAIN 1) Déterminer I'ensemble de définition de chacune des fonctions suivantes puis déci-
der de sa parité, sans calculer 1'image de —x.

+2
s fix : « ZIX > 2x-42 .h:xn—>—x+i1
X — X -
2) Déterminer 1'ensemble de définition de chacune des fonctions suivantes puis étudier sa parité.
X3—x x2-1 x2+x-1
cUIX > VIX b CWIXb ————
|x|—2 |x|+1 |X|—1

1) Soit f une fonction définie sur IR. On définit les fonctions u et v par :

u(x) = f(x) + f(-x) f(x) — f(-x)
2 2
a. Etudier la parité de chacune des fonctions u et v.

et v(x) =

b. En déduire que f est la somme d'une fonction paire et d'une fonction impaire.
2) f et g étant des fonctions définies sur une partie non vide D de IR, A € IR*.

Recopier et remplir le tableau ci-dessous par I'une des quatre réponses suivantes:

Hpajrell,"impajrell’ " non

ni paire ni impaire", "on ne peut pas conclure"

e [ DT

fmpaire | impaie [
pare [impaie | |

22 S plan étant rapporté a un repere orthogonal (O, i, j)
1) Déterminer I'ensemble de définition de chacune des fonctions suivantes puis dire si le point
indiqué est centre de symétrie de sa courbe.

2x -2 :
, lepoint j_./3 2
s (-3.2)

XI—)M le point I (-1,0) * g:x
x+1 X +

2) Déterminer 1'ensemble de définition de chacune des fonctions suivantes puis dire si la droi-
te indiquée est un axe de symétrie de sa courbe.

.u:xn—>|x2-2x+5|, la droite A : x =2 e VX > Xx-2x+5, ladroite A x =2
cw: x s 2 ,ladroite A:x =1 .p:XHL, ladroite A: x=m
X—T |X'7'3|

Le plan étant muni d'un repére orthonormé (O, i.7). Soit A(12) .

A chaque point P de I’axe (Ox), d’abscisse x ( x>1), on associe le point Q de 1’axe (Oy) tel
que A , P et Q soient alignés . On note S(x) I’aire du triangle OPQ.

1) Montrer que S(x) =L_21

X
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2) a. Vérifier que : S(x)=x+ 1 + Ll
X

b. Etudier le sens de variation de S_ sur |1 ,2]etsur[2,+ .

c. Ou placer le point P pour que I’aire du triangle OPQ soit la plus petite possible ?

723 On considere un rectangle d’aire égale a 4 et on note x I'un de ses cOtés.
1) Exprimer le périmetre P(x) du rectangle en fonction de x.
Quel est le domaine de définition de P ?
2) Montrer que P(x) augmente quand x augmente dans I’intervalle [2,+o0].
3) Montrer que P(x) diminue lorsque x augmente dans I’intervalle ]0,2].

4) Quel est le minimum de P(x) et pour quelle valeur de x est-il obtenu ?
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Mathématiques et cultures

La notion de fonction a travers I’Histoire

1l a fallu beaucoup de temps et d’efforts pour dégager et clarifier le concept de fonction. On ren-
contre chez les Babyloniens, avec leurs tables numériques et astronomiques, une vague idée de
fonction.

Thomas Bradycardie ( 1290 — 1349 ) introduit le concept de fonction puissance, et Nicole
Oresme ( 1323 — 1382 ), évéque de Normandie, explore les regles pour calculer sur les fonctions
puissances ; il est ['un des précurseurs du repérage graphique pour décrire les trajectoires des ast-
res ( il utilise les mots « latitude » et « longitude ». jusqu’au XVIleme siecle, les courbes sont étu-
diées d’un point de vue géométrique, sans faire appel a la notion de fonction associée a ces cour-
bes. Cette association se dessine avec Descartes ( 1596 — 1650 ) et Newton ( 1642 — 1727 ).

En 1673, dans son mémoire « Methodus tangentium inversa sen de fonctionibus », Leibniz
(1646 — 1716 ) emploie I’expression « functionem faciens » ou en abrégé « functio » pour désigner
les grandeurs dont les variations sont liées par une loi .

En 1698, Jean Bernoulli ( 1667 — 1748 ) utilise le terme « fonctions des ordonnées » dans une
lettre adressée a Leibniz et est le premier a avoir donné de cette notion une définition dégagée de
toute considération géométrique (1718) : « On appelle fonction d’une grandeur variable, une quan-
tité qui se compose d’une certaine maniere de cette grandeur et de constantes ». Dans ce mémoire,
Jean Bernoulli a donné, comme symbole, la lettre grecque j pour représenter la fonction d’une
variable donnée.

Euler, en 1748, donne un point de vue formel du concept de fonction : il définit une fonction
d’une variable comme « une expression analytique composée d’une maniere quelconque de cette
quantité variable et des nombres ou quantités constantes ». Cependant , il ne précise pas ce qu’il
entend par « expression analytique ».

Ces deux définitions concurrentes se retrouvent dans [’histoire ultérieure. Ainsi, Lagrange
(1736 — 1813 ) poursuit ’idée de la seconde définition .

Au XIXeme siecle, commencent les premieres incertitudes sur les principes de [’analyse. En effet,
comme maintenant lorsque les méthodes antérieures se montrent défectueuses et incorrectes, il faut
en chercher la cause a ’origine. Plus spécialement, on peut considérer comme principaux repreé-
sentants de I’évolution du concept de fonction : Cauchy ( 1789 —1857 ) , Bolzano ( 1781 — 1848 ),
Dirichlet ( 1805 — 1859 ) et Riemann ( 1826 — 1866 ). Ces deux derniers s’accordent pour dire « Il
y a fonction lorsqu’il y a correspondance entre un nombre y et des nombres xjx3,..X,,...
».Weierstrass (1815 — 1897), dans son cours intitulé « Introduction a la théorie des fonctions ana-
lytiques du semestre d’été 1874 », donne la définition de la fonction, en faisant des réserves sur sa
trop grande généralité, et n’attribue pas la paternité de la définition uniquement a Dirichlet, mais
aussi a Fourier et a Cauchy. Par la suite. Weierstrass évite de donner une définition de la fonction
mais peu a peu, au cours de ses lecons, il donne une représentation correcte et utilisable de la fonc-
tion. Au début du XXeme siecle, alors que la théorie des ensembles de Cantor
( 1845 — 1918) pénetre progressivement dans les mathématiques, la conception de fonction n’est
pas assez lucide .

Lebesgue ( 1875 — 1941 ) donne la définition de ce que [’on entend par « expression analytique » :
L’importance intrinseque de cette évolution du concept de fonction repose sur le fait que cette der-
niere a refondu les principes de [’analyse.
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Limites, Continuité, Branches

Infinies

PLAN DU CHAPITRE

I) Limite finie d'une fonction en un point
Il) Continuité
lll) Limites infinies, limites a l'infini
IV) Branches infinies
Avec l'outil informatique
Travaux pratiques
Exercices et probléemes

Mathématiques et culture
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Limites, continuité, branches infinies 0

I. Limite finie d'une fonction en un point
1. 1) a. Préciser l'intervalle ouvert de centre 2 et de rayon 0,1.
b. Préciser l'intervalle ouvert de centre —5 et de rayon 0,02.
2) Donner le centre et le rayon de chacun des intervalles ouverts suivants
11.2[, J0A[, -1,1] et |-3,-2[.
2. Soit la fonction f définie sur [-2,1[U]1,2] par f(X)
1) a. Donner l'expression de f(x) sans valeur absolue.
b. Montrer que f est bornée sur [-2,1[U]1,2]

2
_ (x-1)
[x-1

2) Montrer que f est strictement monotone sur chacun des intervalles [-2,1[ et ]1,2]

3) Construire, dans un repere orthogonal, la courbe représentative de f.

4) Utiliser la courbe pour déterminer un intervalle I centré en 1 tel que pour tout x € I,
f(x) €1-0.2,0.2[

Activités de découverte

3. La courbe (C) ci-dessous est la représentation, dans un repere orthogonal, d'une fonction f
définie sur IR—{2}

7 ©)

'-2'/-1' o " 7T T T2 T3 T T4 T s
-1

1) Représenter sur I'axe des ordonnées l'intervalle ouvert J de centre 3 et de rayon % puis
représenter sur I'axe des abscisses un intervalle ouvert I de centre 2 tel que pour tout x € I,
f(x) €1J.

2) Est-il possible de trouver un intervalle I, pour un intervalle J de rayon plus petit ?
3) Vérifier que f(x) se rapproche de 3 lorsque x se rapproche de 2.

»= On dit que la limite de f(x) lorsque x tend vers 2 est égale 3 et on écrit
lim f(x) = 3.
X—2
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) ) o x-2si x<3
4. Soit f la fonction définie sur IR-{3} par f(x) = .
Xx+4si x>3

a. Recopier et remplir le tableau suivant :

X 2.8 29 2,98 2,99 301 3,02 3,1 32
f(x)
b. Vérifier que f(x) se rapproche de 1 lorsque x se rapproche de 3, donner alors
lim f(x)

x =3
c. Tracer, dans un repere orthogonal, la courbe de la fonction f
. . 1 .
d. Choisir un intervalle ouvert J de centre 1 et de rayon > et trouver, graphiquement, un
intervalle ouvert I de centre 3 tel que pour tout x € I, f(x) € J.

5. La courbe (C) ci-contre est la représentation

graphique de la fonction f définie

sur IR-{1} par: X +1si x<1 :
f) = x-2s1 x>1 &
1) A l'aide du graphique, faire une conjecture sur 0'\ ©
le comportement de la fonction f lorsque x R DR ZE L

s'approche de 1.

2) a.Recopier et remplir le tableau suivant :
X 0,6 0,7 0.8 09 099 101 1.1 1,2 13 14
f(x)
b. Existe-t- il un réel L tel que si x se rapproche de 1 tout en restant inférieur a 1, f(x) se
rapproche de L ?
c. Existe-t- il un réel L’ tel que si x se rapproche de 1 tout en restant supérieur a 1,
f(x) se rapproche de L' ?
3) a. Choisir un intervalle ouvert J de centre O et trouver, graphiquement, un intervalle ouvert
I de la forme ]a,1[ tel que pour tout x €I, f(x) €J.
b. Choisir un intervalle ouvert K de centre —1 et trouver, graphiquement, un intervalle
ouvert H de la forme ]1,b[ tel que pour tout x € H, f(x) € K.
On dit que f(x) tend vers L lorsque x tend vers 1 par valeurs inférieures et f(x) tend vers L'
lorsque x tend vers 1 par valeurs supérieures.
Et on dit que la limite a gauche de f en 1 est égale a L et que la limite a droite de fen 1 est
égale a L' et on note lim f(x) =L et lim f(x) =L".

x—1 x— 11
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Limite finie en un réel

Soient x; et L deux réels, f une fonction

définie sur intervalle ouvert contenant x,.

(sauf peut-Etre en x)

La fonction f a pour limite le réel L lorsque

x tend vers X, si pour tout intervalle ouvert

J contenant L, il existe un intervalle ouvert I
contenant x tel que si x € I-{x(}, f(x) €J. —

On note lim f(x) = L ou encore lim f=L
X — XO XO

Si une fonction f a pour limite un réel en un point X, cette limite est unique.

Limite a gauche

Soient x et L deux réels et f une fonction
définie sur intervalle ouvert de la forme]a, x|.
La fonction f a pour limite a gauche en x

le réel L si pour tout intervalle ouvert J

contenant L, il existe un réel a

(a < xq) tel que si x € Ja, xg[, f(x) €J.

On note lim f(x) =L ou encore lim f =L
X =X, X0

(Lorsque x se rapproche de x en restant inférieur a x, f(x) se rapproche de L)

Limite a droite

Soient X, et L deux réels et f une fonction 1

définie sur intervalle ouvert de la forme

1x0.bl.

La fonction f a pour limite a droite

en x le réel L si pour tout intervalle

ouvert J contenant L, il existe un réel o

(o> x) tel que si x € [xgy.0f, f(x) €J.

On note lim f(x) =L ou encore limf=1L
X — X} hes

(Lorsque x se rapproche de X, en restant supérieur a X, f(x) se rapproche de L)
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Théoréme
Soient x, et L deux réels.
Une fonction f a pour limite L en X, si et seulement si sa limite a gauche et sa limite a

droite en x, sont égales a L.
Onaalors limf(x) =L < limf (x) =f(x)=L

X — X X =X, X —=>x3

Auto évaluation _
-2 six<1

1. Soit f la fonction définie sur IR-{1} par f(x) = .
X-3six>1

Déterminer lim f(x)
x—1

2. Soit la fonction f: IR - IR .
x|

X b
X
a.Donner, si elles existent, la limite a gauche et la limite a droite de f en 0.

b. f a-t-elle une limite en O ?

x-1 six <-2

3. Soit f la fonction définie sur IR par f(x) = )
x2+x-3six=>-2

a. Construire la courbe représentative de la fonction f dans un repere orthogonal

b. Déterminer, si elles existent, lim f(x) et lim f(x)
X — -2+ X — -2°

II. Continuité

Activités de découverte

1. Soit f la fonction définie sur IR par f(x) = 2x2- x - 3

A T’aide d’une calculatrice ou du tableur Excel, remplir le tableau suivant :
x 190 195 196 197 198 199 1999 2,001 2,01 202 2,03 2,04 2,05 2,1
f(x)

1) De quel réel L se rapporoche f(x) lorsque x se rapproche de 2 ?

2)Vérifier que lim f(x) =f(2)
X —2

» On dit que f est continue au point 2.
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2. La courbe ci-dessous est la courbe représentative d'une fonction f définie sur IR.

6/\

a. Choisir un intervalle ouvert J de centre f(3) et trouver, graphiquement, un intervalle ouvert
I de centre 3 tel que pour tout x € I, f(x) €J.

b. En déduire que f est continue au point 3

3. Soit f: IR —= IR
X -2x+ 3

1) Vérifier que la droite (D) ci-contre est la

représentation graphique de la fonction f.
2) a. Vérifier que pour tout x € IR, 1
si x € ]2-10-3, 2+10-3[ alors

f(x) € ]-1-102,-1+10-2[. C e >
b. Vérifier, graphiquement, que lim f(x) = f(2).

X =2
c. Conclure.

4.1) Soit f la fonction définie sur IR par f(x)= -x2 + x -2
a. Tracer, dans un repere orthogonal, sa courbe représentative (C).

b. Utiliser le graphique pour vérifier que lim f(x) = f(-1)
X — -1

2) Choisir une fonction trindme g du second degré et un réel x,.
a. Quelle est la nature de sa courbe représentative dans un repere orthogonal?

b. Vérifier, graphiquement, que g est continue en X,.

5. Soient f et g les fonctions définies sur IR par f(x) =x - 1 et g(x) = x + 2.
1) Vérifier que les fonctions f et g sont continues en —3.
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2) Vérifier que les fonctions s, u et p définies respectivement sur IRpars=f+ g
u="7f etp=_fx gsont continues en —3.

-1

3) Soit q la fonction définie sur IR—{-2} par q(x) =)):T

a.Tracer, dans un repere orthogonal, la courbe représentative de q.

b. Vérifier, graphiquement, que —; est continue en —3.

6. Soit f la fonction définie sur IR par f(x) = -3x2+6x-1.
1) Tracer, dans un repere orthogonal, la courbe représentative de f.
2) Utiliser cette courbe pour déterminer les ensembles
I[={f(x), x € J-oo,-1[}, ] = {f(x), x €[-1,2]} et K = {f(x), x = 3}.
3) Choisir un intervalle quelconque et déterminer son image par la fonction f.

Que peut-on conjecturer sur I'image d'un intervalle par une fonction continue ?

7

Continuité en un point ]

Définitions Ll
. 2 . PP f(xo)[ =222
Soit x, un réel et f une fonction définie 5% P TTIOR

J 1

sur intervalle ouvert contenant X.
La fonction f est dite continue en X, )
si pour tout intervalle ouvert J contenant

f(xq), il existe un intervalle ouvert I

L=
e

X

Y

contenant x, tel que si x €I, f(x) € J.

Si f est définie sur un intervalle ouvert contenant X, On a :

f est continue en X, si et seulement si lim f(x) = f(x)
X — X0

¢ Une fonction f définie sur un intervalle de la forme] a, x] (a < X)) est dite continue a
gauche en x; si, lim f(x) = f(x)

X —X()
Une fonction f définie sur un intervalle de la forme[ x,, b[ (b>X) est dite continue a droi-

te en X, si, lim f(x) = f(xp)
x — X

* Une fonction qui n'est pas continue en un point est dite discontinue en ce point.
Conséquences
* Une fonction f est continue en un point si et seulement si elle est continue a gauche et

continue a droite en ce point.
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* Une fonction non définie en un point est discontinue en ce point.
b. Opérations sur les fonctions continues en un point
Soient X, et o deux réels et f et g deux fonctions continues en Xy.

* Les fonctions f + g, af et f x g sont continues en X,.

* Si de plus g(x) est différent de O alors la fonction £ st continue en Xg-

. . g
* La fonction | f | est continue en X

¢ Si de plus f(x,) = 0 alors la fonction Jf est continue en X0

Continuité sur un intervalle
Définitions

* Une fonction est dite continue sur un intervalle ouvert si elle est continue en tout point
de cet intervalle.

» Une fonction est dite continue sur un intervalle [a,b][ si elle est continue sur ]a,b[et conti-
nue a droite en a.

* Une fonction est dite continue sur un intervalle Ja,b] si elle est continue sur |a,b[ et conti-
nue a gauche en b.

* Une fonction est dite continue sur un intervalle [a,b] si elle est continue sur ]a,b[, conti-
nue a droite en a et continue a gauche en b.
Conséquences

* Les fonctions polyndmes sont continues sur IR

* [es fonctions rationnelles sont continues sur tout intervalle ou elles sont définies.

Théoreme : L'image par une fonction continue d'un intervalle est un intervalle.

Auto évaluation

1. 1) Les fonctions suivantes sont-elles continues en 1 ?

a. f: IR—=IR b. f: IR—=IR c.f: IR—IR
5X—5 . 1
X > X X | —/— = six#
x+1 x-1 x% +3x—4
1six=1
d. f: IR—=IR e.f: IR—IR
2x“-x +1six<1 2x-5six<1
XI—){ XI—){
3x+HS5six>1 3x+6 six > 1

2) Définir sur IR deux fonctions égales sur IR* telles que 1'une soit continue en O et l'autre

soit discontinue en 0.
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I E——————————————————————————————————————————
2. Tracer dans un repere orthogonal la courbe représentative d'une fonction f vérifiant :
* f est continue sur IR-{-2,3}
¢ f est continue a gauche en -2
* f est discontinue a droite en -2
* f est discontinue a gauche en 3
¢ f est discontinue a droite en 3

3. Les courbes (Cy) et (C,) sont les représentations graphiques respectives de deux fonctions

f et g définies sur IR

(1)

e

On considere la fonction F définie sur
g(x) si x<0
IRpar: F (x) = f(x) si0<x=<?2
g(x) si x>2
1) Tracer la courbe représentative de F.

2) Utiliser le graphique pour étudier la continuité de F sur IR

4. (La fonction partie entiere)
Pour tout réel x, l'unique entier relatif n vérifiant n < x < n +1 est la partie entiere de x; on le
note E(x). La fonction E : IR — Z est la fonction partie entiére.
X — E(x)
1) Tracer la courbe représentative de la restriction de E a [-2 4].

2) Soit n un entier relatif tel que -2 < n < 4.

Vérifier que lim E(x) = n-1 et que lim E(x) = n. La fonction E admet-elle une limite en n ?
X —n x —=nt

Etudier la continuité a droite et la continuité a gauche de E en n.
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3) a. Soit X, un réel non entier de |-2.4[. Vérifier que lim E(x) = E(x,)

X — X,
b. Conclure. 0

III) Limites infinies, limites a 1'infini

Activités de découverte

1. La courbe (C) ci-contre est celle de la N

fonction f définie sur IR* par f(x) =% .
1 \©
Utiliser le graphique pour répondre aux 1

questions suivantes :

a. Que peut-on dire de L lorsque x tend vers
X

0 par valeurs supérieures ?

b. Que peut-on dire de % lorsque x

tend vers O par valeurs inférieures ?

c. De quelle valeur se rapproche 1 lorsque | x | devient de plus en plus grand ?
X

» On dit que :
.1 tend vers + lorsque x tend vers 0 par valeurs supérieures (ou par valeurs positives
X
. 1
dans ce cas) et on note lim (T) = +00,

X — 0*

1 tend vers — lorsque x tend vers O par valeurs inférieures (ou par valeurs négatives

dans ce cas) et on note lim (%) = —,
X =0

. % tend vers O lorsque x tend vers +% et on note lim (%) =0.
X — 40

] % tend vers O lorsque x tend vers — et on note lim (%) =0.
X — —Q0

2.1) Recopier et remplir :
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a. Que peut-on dire de Jx lorsque x devient de plus en plus grand ?

b. De quelle valeur se rapproche 1 lorsque x devient de plus en plus grand ?

X
c. Que peut-on dire de L lorsque x se rapproche de 0 ?
X

3) Que peut-on conjecturer sur chacune des limites suivantes ?

. 1;1(\50 ) e lim (\1&) * lim (j;)
X —> +%© x —>0F

3. 1) a. Soient les fonctions u et v définies sur IR par : u(x) = 2x + 3 et v(x) = -3x +5.
Représenter graphiquement u et v.
b. Utiliser le graphique pour donner lim u(x), lim u(x), lim v(x) et lim v(x).
X — 400 X — -0 X — 400 X — -0
2) Soit F la fonction affine définie sur IR par F(x) = ax+b ou a et b sont deux réels donnés.

Utiliser le graphique pour donner, suivant le signe de a, lim F(x) et lim F(x).
X — +© X — —©

3) a. Soient les fonctions f et g définies sur IR par f(x) = x2— 4x +1 et g(x) = -3x2+ 6x —1.

b. Utiliser le graphique pour donner lim f(x), lim f(x), lim g(x) etlim g(x).
X—=>40 X—=>-0 X —> 400 X — -

4) Soit G la fonction définie sur IR par G(x) = ax2+ bx + ¢ ol a, b et ¢ sont des réels don-

nés avec a # 0. Utiliser le graphique pour donner, suivant le signe de a, lim G(x) et lim G(x).
X —> 400 X — -0

4. 1) Soient les fonctions f, g , h et k définies sur IR par : f(x) = x +1, g(x) = x2+x,
h(x) = — x +1 et k(x) = —x242x +2
Calculer (f+g)(x) et (h+k)(x).
2) Utiliser l'activité précédente pour vérifier que:

a. lim f(x) =+, lim g(x) =+ et lim (f+g)(x) = +%.

X — 4 X — 4 X — 40
b. lim h(x) = -, limk(x) = - et lim (h+k)(x) = — .
X — 400 X —> +© X — +®
. , limu lim v lim (u+v)
3) x( désigne un réel ou 4+ ou —%. X0 Xg X0
On considere deux réels L et L' et L L
deux fonctions u et v. Recopier et L +t
.. .. L, L —
prévoir les limites proposées :
+ o0 + 0
(o] — 0
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5.1) Soient les fonctions u, v définies sur IR respectivement par :

u(x) =3x + 3 et v(x) = -2x +5.

Utiliser l'activité 3 pour donner les limites suivantes :

a. lim us_x), lim V(X) et lim (UV%(X)

b. hm u(x), lim V(x) et hm (uV) (x)
X — -0 X —>-—-0

2) X, désigne un réel ou +> ou —°. On considere deux réels L et L' et deux fonctions u et v

Recopier et prévoir les limites proposées :

lim u lim v lim (uv)
X0 X0 X0
L L'
L>0 +
L<0 + @
+ + o0
- -
400 -

6. x désigne un réel ou + ou . On considere deux réels L et L' et deux fonctions u et v

Recopier et prévoir les limites proposées :

lim u Jim( _) limu lim v lim( W)
X0 X0 X0 X0 X0 Vv
L#0 L L'#0
ot L>=0 +
0 L<0 + ®
+ + L=0
s + L=<0
7. On donne les fonctions u, v ,w, p et q de IR vers IR telles que
2
u(x) = 2x"—x*+3x+1, v(x) = , W(X) = sz et q(x) = ( ) ( ———)

1) Peut-on déterminer, a 1'aide des résultats précédents, les limites suivantes:

lim u(x),
X — 400

1
2) a. Vérifier que pour tout x € IR*,U(X) = 2x°( I—X"‘ t—

lim v(x),
X — 40

X —=2

lim w(x) et limq(x) ?
x—1

3
22

en déduire lim u(x).
X — 400
On montre de fagon analogue que la limite en +% (en —) d'une fonction polyndme est égale

a la limite en +% (en —©) de son mondme du plus haut degré.
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b. Vérifier que pour tout x € IR*{1},v(x) =

en déduire lim w(x).
X — 400

On montre de fagon analogue que la limite en +% (en —©) d'une fonction rationnelle est égale

a la limite en +% (en —) du quotient du mondme du plus haut degré du numérateur par le

mondme du plus haut degré du dénominateur.

c. Vérifier que pour tout x € IR-{1}, W(X)

d. Vérifier que pour tout x € IR—{0,2},q(X) -

_ (x-Dx+2)

x2(1+l+i
X X2

X (1+l)

, en déduire lim w(x)
x —1 X —1

(x+1xx2—XX2+K5,end&bﬂeﬁnuﬂx)
X -2 2X X_>2

8. Xo désigne un réel ou +% ou -%.

lim f
X0

On considere un réel L et une fonction f.

Recopier le tableau ci-contre et donner une

lim | fl
X0

conjecture sur l'existence et la valeur de cha-

Si f est positive sur un intervalle ouvert contenant X

cune des limites proposées.

lim/f
X0

Limites de fonctions usuelles

clim (L)y=+0 clim (L)=—o0
X

x—>pt X X0~
- lim (Jx)=+o - lim (--)=
X—>+00 X—+00  4/x

Opérations sur les limites

- lim (1)=0 - lim (1)=0
X—>40 X X—>—00 X

0 . lim (--

)=+
x—0t Jx

Soient f et g deux fonctions définies sur un ensemble D et a un réel non nul.

X désignant un réel, + © ou—* .Ona:
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L L'=0 L+L al LxL =
L#0 0 L alL 0 +00 QU -
+00 L'#0 +00 +00 QU -% 40 Qu-%© 4% Qu-®
40 0 40 +% ou -®
L#0 -00 -00 alL
400 400 400 co
-0 -0 —© o
limf
L 400 -00
X0
lim | £
X0 IL | +00 400
Si f est positive lorsque x tend vers X
lim /f +00
XO \/_ JE

* La limite en +% ( respectivement en -°) d'une fonction polyndme est égale a la

limite en +% ( respectivement en -) de son mondme du plus haut degré.

* La limite en +% ( respectivement en -) d'une fonction rationnelle est égale a la

limite en +2 ( respectivement en -) du quotient du mondme du plus haut degré du

numérateur sur le mondme du plus haut degré du dénominateur.
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Auto évaluation

1. Déterminer les limites de chacune des fonctions suivantes aux bornes de son ensemble de

définition.
« X 2x-1000 « X -5x+1000 X TX22x 11 o x> —3x°4H4x+3
« X X -2X+5 X XOFXX02xH5 L xeo X2 L xe X +%

2. Déterminer si elles existent, les limites suivantes :

=

2
o X1 X424 o0 ] . X2-2x+1 o X enl
x+1 X =27 en | x2-2x+1
- , 2x2 +1
« X £XL en | VX s X224 on 4o o X en +oo
x-1 x+1 x2 -1
2
OXH%(X_%)I—)CH too e X VX _ WX en 4o X [x| <" en +wo

IV) Branches infinies

Activités de découverte

1. Les courbes (Cy), (Cy) et (C3) ci-dessous sont les courbes représentatives respectives de

trois fonctions f, g et h définies respectivement sur IR, IR et ]-2 40|

(c2

1) On donne:
elimf =4+ |, elimf=+% , e¢limg=-6 , climg=-6 |,
o) 400 _o0 +o0
elimh=-o et elimh=2
D+ 400

Vérifier qu'on ne peut achever le tragage d'aucune courbe parmi (Cp), (Cp) et (C3).

» On dit que chacune de ces courbes admet des branches infinies.
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_____________________________________________________________________________________________________________________________________________________________|
2. Soit f la fonction définie sur IR-{2} par f(x) =X—+21 et soit (C) sa courbe représentative dans
X_
un repere orthonormé.

1) a. Déterminer les limites suivantes : © lim f ° limf e lim f e lim f
-0 +00 9- 2+

b. Vérifier que la courbe (C) admet quatre branches infinies.
On ne peut pas achever le tracage de ces branches, mais on va essayer de prévoir leurs aspects:
2) a.Tracer les droites A: x =2etAy=1

b.Tracer la courbe (C).
3) Pour tout x € IR-{2}, on considere le point M(x,f(x)) , son projeté orthogonal A sur (A) et
son projeté orthogonal B sur (A").

b. Déterminer, en fonction de x, les distances AM et BM.

c. Déterminer lim AM, lim AM, lim BM et lim BM.
X —= 2 x — 2% X —> -0 X — 400

d. Interpréter géométriquement ces résultats.

(On dit que A est une asymptote verticale de la courbe (C) et que A' est une asymptote hori-

zontale de cette courbe).

3. Soit f la fonction définie sur IR-{1} par f(X) =% et soit (C) sa courbe représentative
dans un repere orthogonal.

a. Montrer que pour tout x € IR-{1},f(x) = X+1+i1

b. Déterminer les limites suivantes: .

o lim f o lim f o lim (Fx)-(x+1))  * lim (f(x)-(x+1))

I- 1* X — 400 X —>-00

c. Interpréter géométriquement ces résultats
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(La courbe (C) tracée a l'aide d'un logiciel)

(On dit que la droite A : y =x + 1 est une asymptote oblique de la courbe (C)).

4. Soit f la fonction définie sur IR par f(x) = x% — % x — 1. (C) sa courbe représentative dans
un repere orthogonal.

1) Déterminer les limites de f a — % et a +%. (C) admet-elle des asymptotes verticales ou hori-
zontales ?

2) a. Soient a et b deux réels. Calculer lim (f(x)-(ax+b)) et lim (f(x)-(ax+b))
X — 4+ X — -0

b. (C) admet-elle des asymptotes obliques ?
3) Pour x # 0 On considere le point M(x,f(x)) .
a. Vérifier que le coefficient directeur de la droite (OM) est égal a fixl)
f(x) f(x)

b. Montrer que limT et lim — sont infinies.

X —> 400 X — -0

» On dit que la courbe (C) admet deux branches paraboliques de direction celle de 1'axe des

ordonnées 1'une au voisinage de — « et 'autre au voisinage de +.




5. Soit f la fonction définie sur IR par f(x) = Jx. (C) est sa courbe représentative dans un repere

orthogonal.

Déterminer la limite de f a + . (C) admet-elle des asymptotes verticales ou horizontales ?

2) Pour x # 0, on considere le point M(x,f(x)).
a. Vérifier que le coefficient directeur de la droite (OM) est égal a

b. Montrer limf(_x) =0.
X —> o0

)
X

» dit que la courbe (C) admet une branche parabolique de direction celle de I'axe des abscis-

ses au voisinage de +.

6. La courbe (C) ci-dessous est la courbe représentative d'une

fonction f définie sur IR.

Vérifier, a I'aide du graphique, que (C) admet deux branches paraboliques dont on donnera les

directions.
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Soit f une fonction définie sur un ensemble non vide de réels D et (C) sa courbe

représentative dans un repere orthogonal.

Branches infinies

Lorsque D contient un intervalle de la forme ]a,+%[ ou un intervalle de la forme

]- «.b[ ou lorsque la limite a gauche ou la limite a droite de f en un réel x, est

infinie, on dit que la courbe (C) admet une branche infinie.

Asymptote verticale

Lorsque la limite a gauche ou la
limite a droite de la fonction f en
un réel x, est infinie, on dit que
la droite A d'équation x = X, est
une asymptote verticale

de la courbe (C).

Asymptote horizontale

Lorsque la limite de la fonction f N

en +© ou en —© estun réel L, on dit

que la droite A d'équation y = L est

>
G

une asymptote horizontale

de la courbe (C).

Asymptote oblique

Lorsque pour un réel non nul a et un réel b,

la limite de (f(x)-(ax+b)) en +% ou en —©

est nulle, on dit que la droite A d'équation

y = ax+b est une asymptote oblique de la

courbe (C).

Branche parabolique de direction (y'Oy)

Lorsque la limite de f en+o0 (resp. — )est infinie

et lim ) (resp. lim @) est infinie,
X—>+00 X X—>—0 X

on dit que la courbe (C) admet une branche

parabolique de direction celle de 'axe des

ordonnées au voisinage de +% (resp. —® )
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Branche parabolique de direction (x'Ox)

Lorsque la limite de f en +% (resp. —=) est

. fx . fix
infinie et lim Q(resp. lim (—)) est nulle.
x40 X X——0 X

on dit que la courbe (C) admet une branche )

parabolique de direction celle de 1'axe des abscisses 1]

au voisinage de +% (resp. — ®). 0

Auto évaluation

1. Reprendre les courbes (Cq), (Cp) et (C3 ) de l'activité préliminaire n°let vérifier graphique-
ment si elles admettent des asymptotes verticales ou horizontales ou des branches parabo-

liques.

2. 1) Etudier les branches infinies de la courbe représentative de la fonction f définie sur IR—{2}
3x-3

par f(x) =

X -
2) Etudier les branches infinies de la courbe représentative de la fonction fdéfinie sur IR—{-2}

2-3 .
par f(x) = X (On écrira f(x) sous la forme ax + b + ——— )
X+2 X+2
3) Donner I'ensemble de définition et préciser les branches infinies de la courbe représenta-

tive de chacune des fonctions f et g telles que f(x) = x3-x2+1 et g(x) =+/x +2
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Travaux pratiques

112 Un jardin est arrosé deux fois par semaine.

Le prem

ier arrosage, durant une heure, est modélisé par une fonction f dont la courbe

représentative est le segment (C) ci-dessous :

<N

150 |
125:
100:
75)
50:

25|

Jconsommation d'eau (en |)

(C)

temps(en mn) .
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60

* Le deuxieme arrosage, durant trois heures, est modélisé par une fonction g dont une partie

de la représentation graphique est la courbe (C') ci-dessous :

1.5]
1.4
1.3]
1.2]
1.1]
1]
0.9;
0.8]
0.7
0.6]
0.5]
0.4]
0.3]
0.2]
0.1]
=t

.

consommation d'eau (en |)
@0

&——o0
———0
(C') ._:—0
—0
@0
o0
o0
——o
&———o
&———o0

p———o

temps.(en §) 5

1) a. Déte

{0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70

rminer les ensembles de définition des fonctions f et g.

b. Expliciter f(x) et g(x).
2) Utiliser les courbes pour décrire les deux modalités d'arrosage, expliquer le phénomene réel.

3) Déterminer la quantité d'eau consommée pendant une semaine.
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Avec l'outil informatique

Soit f la fonction définie sur IR—{1} par : f(x) = @ .(C) sa courbe représentative
dans un repere orthogonal (O, T , J?) . -
1) a. Choisir un entier naturel N. Utiliser un tableur pour déterminer le plus petit entier natu-
rel P tel que pour tout x € IR-{1}, x > P = f(x) > N.
Interpréter ce résultat.
b. Choisir un entier naturel N. Utiliser le tableur pour déterminer le plus petit entier natu-
rel n tel que pour tout x € IR—{1}, 0 <x-1< 10" = f(x) > N.
Interpréter ce résultat.
c. Choisir un entier naturel IN. Utiliser le tableur pour déterminer le plus petit entier natu-
rel P tel que pour tout x €EIR—-{1}, x>P =0<|{f(x)—=x1< 107 .
Interpréter ce résultat.
2) a. Tracer la courbe (C) a I’aide d’un logiciel.

b. Donner, graphiquement, I’asymptote verticale et I' asymptote oblique de la courbe ( C ).

3) Retrouver, a l'aide du graphique, les résultats de la premiere question.

Soit f la fonction définie sur IR—-{-1} par : f(x) = x(x—+22) .
x+1)
1) Construire, a 1'aide d'un logiciel, sa courbe représentative dans un repere orthogonal

©,i,]).
2) Utiliser le graphique pour déterminer les limites de f aux bornes de son ensemble de
définition.

3) Valider les résultats obtenus.
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Exercices et problemes

Calculer les limites suivantes :

+
a. lim 2x-3) b.lim x>-x+2) ¢ lim (X 1)
x—>2 x—l

x—2 \Ux-3
d. lim|x2—1| e. lim X £ lim (x+1+lj
x—0 NERER x—>-—1 X

Dans chacun des cas suivants, on donne la courbe représentative d’une fonction f.
Donner le sens de variation de f sur IR, ses extremums éventuels puis dites si elle admet une

limite en X()-

a. X0=O b. X =2 C XO_-l
7.
6
6] 6]
5
5] 5]
4. 4] 4
3 3] 3]
2 2] ©) 2] (C)
1] N , /
0 \ 0 A :
3 2 1 o Y 3 2 1 [} 1 2 3 4 -4 3 2 -1 0 1 2 3 %
1] -1 -1
2 -2 -2
3] 3] -3]
-4] 4]
-4.
5]

Déterminer la limite éventuelle de la fonction f au point X, indiqué.

8. f:x > £l Xo =1
x—1
x2—4‘
b fix L1 Xo =2
x—2
c. f:-x ,_)x(ﬂ‘l) Xo=0
X

x2-x-1 six=l
n Soit f la fonction définie par : f(x) =
x —1 six>1

1) Calculer lim f(x) et lim f(x).
X —= -2 Xx—3

2) Déterminer lim f(x) et lim f(X) . La fonction f admet —elle une limite en 1 ?
X — 1- X — 1+
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2
Soit la fonction f définie par f(x) = —*~ —L
x? —5x +4

1) a. Vérifier que pour tout réel x , x2 -5x +4 = (x — 1)(x — 4)
b. Déterminer 1I’ensemble de définition D de f .

2) Simplifier f(x) pour x € D.

3) Déterminer lim f(x) et lim f(x).

X — -2 x — 1

2
x“ -4
n Soit la fonction f définie par : f(x) = g
X -
1) Déterminer 1’ensemble de définition de f.
2) a. Déterminer lim f(x) et lim f(x) .
X —= -2 x—0

b. Déterminer lim f(x) et lim f(x). La fonction f admet —eclle une limite en 2 ?
X — 2° X — 2+
Déterminer le réel a pour que la fonction f possede une limite au point x; donné.
3x>+x+a  six<0
a. f(x)= x0=0

X+2 six>0
| six <2
2

b. f(x) = Xo=2
x>2ax — 6 six=>2

n Etudier, dans chacun des cas suivants, la continuité de f au point x; considéré :

a. fxo>x —x+3 Xo=-1
_l’_
b £ x> 2 ! x0=l
X-2 2
c. f:x+—>2x+3+L Xo=-2
X +2
1 six <-1
dfix - {Xz Xo=- 1
X —-3x-5 six>-1
x> —2x six <2
ef:xm- 6 Xo=2
x+1 si x >2

s : o x? +[x]
n On condidere la fonction f définie par : f(x) = —

Etudier la continuité de f en O.

si x z0et f(0)=1
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fix)= —— six<0
10 Soit la fonction f définie par {(( ) x+1
(x) = Jx six>0
1) Préciser I’ensemble de définition de f.

2) Etudier la continuité de f en 0.
fx)=x>+3x+2  six<-I

f(x) = Vx+1 six >—1

I8 Soit 1a fonction f définie par :

1) Déterminer 1'ensemble de définition de f.
2) Etudier la continuité de f au point - 2 et au point 0.

3) Etudier la continuité de f en —1.

12

On considere la fonction f définie par :

2
{f(x)=w six =—4

x+4

f(-4)=a (a€IR)
1) Déterminer 1’ensemble de définition de f.

2) a.Vérifier que pour tout x € IR, x2+3x -4 =X -1)(x +4).

b. Déterminer a pour que f soit continue en — 4 .

13 Etudier la limite en + o et en - da la fonction donnée :

2 X
a.f:xe (x3 —D(x+)-x*. b. f:x—> %X c.f:xl—>J
X +1 X
2 2
- +
d.fZXHM e. f:x X =3
x-1 x+1
14 x% -1

Soit la fonction f: X MY
X —

1) Déterminer 1’ensemble de définition de f.

2) Déterminer, si elles existent :

lim f(x), lim f(x) lim f(x) lim f(x)

x — -1 x —1 X —>+© X —>-00
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sixz0

f(x) = Vi+x -1

Soient les deux fonctions f et g définies par : X

et g(x) =1+ \/}+7x . f(O)I%

Déterminer I’ensemble de définition de chacune des fonctions fet g .

15

2) Montrer que f =g .
3) Déterminer la limite de g a +o°.

4) Etudier la continuité de f en O.

16 La résistance €quivalente R de deux résistances non nulles R et R, montées en
parallele est donnée par la formute L — 1 + L On fixe R; a 5 ohms et on fait varier R,.
R Ri R

De quelle valeur s’approche R lorsque :

a. R, devient de plus en plus petit ?
b. R, devient de plus en plus grand ?

17

La courbe ci-contre est la représentation 4;
graphique d’une fonction f donnée. . &
Utiliser cette courbe pour déterminer , &
lim f(x) , lim f(x), limf(x) et lim f(x) o} - .
0 2 4 6

X — |- X — 1t X —> -0 X —> 400 Ty x
.2_

18 La courbe ( C) ci-contre est celle d’une 6.
fonction f dans un repere orthogonal (O, i , I). 4'
1) Déterminer lim f(x) ;  lim f(x) ; ]
X — 1- X — 1+ 9
lim f(x) et lim f(x).
x=>(D)~ x—=(D* \
2) Déterminer lim f(x) et lim f(x). 2 |° 2
X — -0 X — +OO _2
3) Préciser les asymptotes de ( C ). &
-4 |
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IEN  Déterminer les asymptotes de la courbe (C ) de la fonction f dans chacun des cas

suivants :
1 six<l1
+2 1 X X
a.f: x> b. fix>—— ¢ fixo——  d.fixe><ox41 .
X+3 x-2 |x|— 2SlX 1
X +

e.f:x>x+1 ffxe2x+3+ -4
X X+2

20 Donner I'ensemble de définition puis étudier les branches infinies de la courbe repré-

sentative de chacune des fonctions u, v et w est définies par

u(x) = 2x"—x*+x _ 2, v(x) =+/-2x + L et w(x) =+/x +1—+/x

3

x =1 .
21 . e fx)= — si x#0etx#1
Soit f la fonction définie par : X% —x

1) Déterminer a pour que f soit continue en 1.
2) Existe —il un réel b tel que f soit continue en 0 ?

3) Déterminer les asymptotes éventuelles de la courbe représentative de la fonction f.
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Mathématiques et culture

La notion de limite est le concept central en analyse. Elle intervient dés que l'on étudie les
suites ou les fonctions. Elle est indispensable pour définir la dérivée ou la continuité.

Ll

Dire qu'une quantité "admet une limite" est quelque chose de trés intuitif. Tellement intui-
tif que les mathématiciens n'avaient pas ressenti pendant plusieurs siécles le besoin de défi-

nir précisément ce dont il s'agissait.

Grdce aux travaux de L'Huillier Simon (1750 —1840) qui portent principalement sur le
concept de limite pour lequel celui ci apporte une notation nouvelle bien pratique : l'abré-
viation lim. pour limite.

Au XIXeme siecle, Weierstrass (1815 — 1897) , a la suite de ses travaux et ceux

d' Euler sur des fonctions continues, donne une définition correcte de la limite d'une fonc-
tion. C'est lui aussi qui présente le comportement de la variable (x —) sous le symbole (lim)
vers 1850. Avant cette date, on précisait ce comportement dans le contexte.

Avant de passer a des considérations plus terre a terre, voici comment le célebre mathéma-
ticien anglais Ian Stewart né en 1945, voit la définition :

"f admet | comme limite en a" : " C'est un peu un jeu... Le joueur Epsilon indique l'écart
maximum qu'il accepte entre f(x) et [ (c'est a dire: il choisit € > 0 et il impose |f(x)-l1I<E).
Le joueur Eta essaie de faire ce qu'il faut pour le satisfaire (c'est a dire: il essaie de
trouver 1 >0 tel que, si l'écart entre x et a est inférieur a 1, alors |f(x)-ll<g). Si, quel que
soit le choix d'Epsilon, le joueur Eta a toujours une stratégie gagnante, alors f(x) tend vers
| quand x tend vers a".

Karl Weierstrass (1815 - 1897) Ian Stewart ( né en 1945 )

(& ¥
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Dérivabilité D'une Fonction

PLAN DU CHAPITRE

I) Dérivabilité en un point
Il) Dérivabilité a droite, dérivabilité a gauche
lll) Dérivabilité sur un intervalle

Travaux pratiques

Avec l'outil informatique

Exercices et probléemes

Mathématiques et culture
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SerwEliie chune foreier o
I. Dérivabilité en un point

Activités préliminaires
1. f est une fonction définie sur un intervalle ouvert I, a et a + h sont deux réels de I , avec

h # 0. Le taux d'accroissement de f entre aet a + h est :

f(a+h)—f(a)

t(h) = o
Calculer la limite de t(h) lorsque h tend vers O dans chacun des cas suivants :
x> 4% ,a=-4/5
Hf: x> Xl_?) , a= 45

3f:xt> Al-x , a= 5

2. Tracer chacune des droites suivantes et donner son équation cartésienne dans le repere
orthogonal (O, i,j)

a. A= (AB) ot A(2,-5) et B(-1,4)
. 8 =(CD) ou C(-3,-4) et D(-3,0)

o

. A est La droite horizontale (parallele a 1'axe des abscisses) passant par E(1, -2)

c
d. A, est La droite verticale (parallele a I'axe des ordonnées) passant par F(3, -3)

. A5 est La droite passant par G(0, 5) et de coefficient directeur L

2
Ag est La droite parallele a la droite T :y = 2x—1 et passant par le point H(-3,2)

- o

3. m, p, q et r sont quatre réels vérifiant :

m<p < 0 < g<r. Chacun de ces réels est le

coefficient directeur de l'une des droites

représentées sur la figure ci-contre. \
Faire correspondre a chaque droite son

coefficient directeur.

o

/
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Activités de découverte

4. (Vitesse instantanée d'un mobile)
Le mouvement d'un point mobile M sur une droite D munie d'un repere (O, U)
est défini par la donnée de la distance d(t) parcourue par M en fonction du temps t. La vitesse

moyenne de M entre les instants t; et t, (t; #t, ) est V. ):M
t —t

1

On suppose dans la suite que d(t) = 2t2 -t + 1

1) Recopier puis compléter le tableau suivant :

Que peut-on conjecturer sur V) lorsque t s'approche de 1
2) On suppose que t # 1. Exprimer V() en fonction de t puis montrer que la fonction
t V(1 aune limite finie L qu'on déterminera. ( L s'appelle la vitesse instantanée de M a

I'instant 1)
3) Montrer que la vitesse instantanée de M a l'instant t, est égale a 4t; — 1
d(v) —d(t,)

t —t
vers t ; on dit que la fonction d est dérivable en ty , le réel 4t; — 1 s'appelle nombre dérivé de

»La fonction t > ( ) admet donc une limite finie égale a 4t; — 1 quand t tend

la fonction d au point t;, et se note d'(ty)

d(t) - d(to))

On adonc: d'(t))= lim (
t —t,

t—oty

5.Soient f la fonction définie sur IR par f(x) = x +1 et (C) sa courbe représentative dans
un repere orthogonal (O, i , })

1) Vérifier que le point M(2, 3) appartient a (C)

2) Soit M(x, f(x)) un point de (C) distinct de M, . Quel est le coefficient directeur m de
la droite Ayy = (MgM). Vérifier que m tend vers f '(2) quand x tend vers 2.

3) En déduire que lorsque M s'approche de M, (c'est-a-dire x tend vers 2) les droites Ay,
ont pour position limite une droite A dont on donnera une équation cartésienne dans le
repere (O, Y , })

4) Tracer (C) et A
» Aest une droite passant par le point M(2,3) de la courbe (C) et de coefficient directeur f '(2);
A s'appelle la tangente a (C) au point M,
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6. Soit (H) I'hyperbole représentant la fonction f : x > %dans un repere orthogonal (O, i , f)
1) Vérifier que 1'équation de la tangente T a (H) au point M(1 , 1) esty = —x +2.

2) Soit la fonction affine A définie sur IR par A(x) = —x +2. Montrer que pour tout réel h on
a f(1+h) = A(1+h) + h T (h) ou T est une fonction qui tend vers zéro quand h tend vers zéro.
3) En supposant que h T (h) est négligeable quand h est proche de zéro, calculer des valeurs
approchées de f(1,032) et de £(0,913).

» On a f(1+h) = A(1+h) + h T(h), avec C(h) tend vers 0 quand h tend vers 0.
A(1+h) = f(1) + £ '(1)h s'appelle approximation affine de f(1+h) pour tout réel h proche de

zéro. Cela revient a remplacer autour du point M(1, f(1)) la courbe (H) par sa tangente T en M.

7. Montrer que chacune des fonctions suivantes est dérivable en x; et calculer son nombre
dérivé en X,

1 * *
1) f:x—> — (x€IR) 2) h:XH\/;(XOEIRJ
X

3)h: x> ax? +bx + ¢ (xg € IR), (a,b et ¢ sont trois réels donnés)

8. Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I et dérivable en un point x, de I et de

nombre dérivé égal a a. On considere la fonction g définie sur I\{x}

fx)—f(x,)

par g(x) =
1) Vérifier que f(x) = f(x() + (x— xp) g(x)
2) En déduire que f est continue en X
3) Soit la fonction u définie sur IR par u(x) = Ix| .
a. u est-elle continue en 0 ?

b. u est-elle dérivable en 0 ?

Dérivabilité en un point
* Définition

Une fonction f définie sur un intervalle ouvert contenant un réel x, est dite dérivable
f) - f(x,)

X—X,
le nombre dérivé de f en X et on la note f'(x)

en X si la fonction X admet une limite finie en X, cette limite s'appel-

f(Xo + h) — f(Xo)j
h

* Autre expression du nombre dérivé : f'(xg) =  lim (
h—0
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Interprétation géométrique:

[lustrations graphiques

Tangente en point d'une courbe :
Le plan P est muni d'un repere orthogonal (O, i , ;)
* Définition :

Soit f une fonction définie sur un intervalle
ouvert contenant un réel x, et dérivable en x ,
la droite A de coefficient directeur f '(xy) et
passant par le point My(x,, f(x)) s'appelle tan-
gente a la courbe (C) de f au point M,.

Une équation de A: y =1 '(xy)(x—Xxy) + f(Xg)

(La pente de la tangente A au point d'abscisse

X( est égale au nombre dérivé de f en x.)

 Tangente horizontale :
Si f est dérivable en x et telle que f’(xy) = 0,
alors sa courbe admet une tangente parallele a

I’axe des abscisses, au point d’abscisse X.
0

* Tangente verticale :

(f(x)—f(xo)

X=X,

Si lim j= +oo(0u—%) alors
X—)X0
f n'est pas dérivable en X, mais sa courbe (C)

admet une tangente verticale au  point

Mo(Xo, f(XO))

Approximation affine locale d'une fonction :

f0p)

(©)

/ %

Si la fonction f est dérivable en un point x; et de nombre dérivé a en ce point, alors on

peut écrire : f(xg+h) = f(xy) + ah + h T(h) ou T est une fonction de limite zéro en zéro.

f(x() + ah est une approximation affine de f(xy+h) lorsque h est proche de zéro.
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Dérivabilité et continuité :

Théoreme :

Si f est une fonction dérivable en X, , alors f est continue en X,

* La réciproque de la propriété précédente est fausse, c'est-a-dire une fonction peut étre

continue en un point mais non dérivable en ce point.

Nombre dérivé en X, de quelques fonctions usuelles :

a , b et ¢ sont trois réels donnés,

o f: X > ax2 + bx + ¢ est dérivable en tout réel X , et on a f '(x() = 2axy+b

En particulier :
-f:x = c (fonction constante) est dérivable en tout réel x, ,eton a f'(xy) =0
- f: x > x (fonction identique) est dérivable en tout réel X, , et on a f '(xy) = 1

- f: X+ ax + b est dérivable en tout réel x, ,etonaf'(xy) =a
1

o« f:x > /X est dérivable en tout réel strictement positif x, ,eton a f'(xy) =

1 L ) , -1 2%,
* f:x > — estdérivable en toutréel xy#0 ,etonaf'(x)) = —
X X

Auto évaluation

1. Etudier la dérivabilité de f en X, :
3

f:1x > 2x — x Xg=-1

f:x > -3 ; Xo = -7
X—2

f:x > ~1+2x ; Xo=4

f:x I—)X|X| ; X =0

2. Calculer en utilisant les résultats du cours le nombre dérivé en X, de chacune des fonctions

suivantes :
) fixi> 3x+2; x0=+/5 2) x> 11 xp=-3
3) fix— 5x2—x+2;x0=; 4) fix—> Vx5 x0=9
5)f:x|—>l ; Xo= —~/6
X
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3. Déterminer chacune des limites suivantes au point x, donné, en s'apercevant qu'il s'agit du

calcul du nombre dérivé en x d'une fonction qu'on déterminera :

1,
- X +8
) lim (4"36) 2)  lim |2
X —-3 X +3 X =4 x—4
l+2
3)  lim X1 4)  lim (MJ
x—-1 X+— x—12 12-x
2 2

4. Le plan est rapporté a un repere orthogonal (O, i.j) Soit la fonction
f:IR —1IR
X b ——x*+x+3
4

1) a. Prouver que la représentation graphique (C) de f admet des tangentes A; , Ay et A
respectivement aux points A(-2,0) , B(4 , 3) et S(2 , 4). Donner leurs équations cartésiennes
b. Construire les droites A; , Ay et Ag
2) Tracer (C)

5. Le plan est rapporté & un repére orthogonal (O, i,j) . Soit la fonction définie sur IR par
f(x) = x2 +ax + b. On suppose que la courbe (C) de f admet au point A d'abscisse 3 la tan-
gente T d'équation : y =2x — 5.

1) Expliquer les résultats f(3) =1 et £'(3) =2.

2) Calculer en fonction de a et b, f(3) et f'(3)

3) Déduire que f(x) = (x — 2)?

II. Dérivabilité a droite, dérivabilité a gauche

Activités préliminaires
1.1) Calculer chacune des limites suivantes :
. x2+ 2x| . |X2 + 2x|
a. lim (——) b. lim (——)
X—)-2+ X+2 X —>-2— X+2
2) La fonction définie sur IR par f(x) = Ix2 + 2x| est-elle dérivable en -2 ?

2.1) Calculer chacune des limites suivantes :

lim ﬂ b. lim M
x>0t X x>0~ X

2) La fonction définie sur IR par f(x) = \/M est-elle dérivable en zéro ?
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Activités de découverte

3. soitla fonction f:IR — IR x

3x— 2 s1 x<L2

lx+3six> 2
2

1) Montrer que f est continue au point X = 2

2) Calculer lim (f(x)—f(Z)j et lim (f(x)—f(2)j

x—27t X—2 X2 X—2

f est-elle dérivable au point xy =2 ?
»Les résultats de la deuxieme question se traduisent par le fait que f est dérivable a droite
en 2 , f est dérivable a gauche en 2 mais f n'est pas dérivable en 2 et on a :
f'4(2) = % est le nombre dérivé de f a droite en 2
f 'g(2) = 3 est le nombre dérivé de f a gauche en 2
4. 1) Soit f la fonction définie sur IR par f(x) = |X| \/M
a. Montrer que f est dérivable a droite et a gauche en zéro.
b. f est-elle dérivable en zéro ?
2) Soit f la fonction définie sur IR par f(x)=x|x-9|
a. Montrer que f est dérivable a droite et a gauche au point 9.

b. f est-elle dérivable au point 9 ?

Dérivabilité a droite, dérivabilité a gauche
* Définition
- Une fonction f définie sur un intervalle de la forme [x, b[ (b > x) est dite dérivable a

f(x) —f(x,)

X—X
cette limite s'appelle nombre dérivé de f a droite en x, et on la note par fq(xo)

droite en X si la fonction x > admet une limite finie a droite en X ,

- Une fonction f définie sur un intervalle de la forme] a, x,] (a<x() est dite dérivable a
f(x)—f(x,)

X—X
cette limite s'appelle nombre dérivé de f a gauche en x; et on la note par f’ g(XO).

gauche en X si la fonction X —> admet une limite finie a gauche en X ,
» Théoreme

f est une fonction dérivable en un point X, si et seulement si f est dérivable a droite en
Xq , f est dérivable a gauche en x, et fy (xg) = f'4(Xq)

* Remarque

Si f est une fonction dérivable en x alors f'(xg) = f'4(xq) = f4(x)
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Interprétation géométrique :

[llustrations graphiques

Demi tangente en point d’une courbe :

* Soit f une fonction définie sur un intervalle

de la forme [ X, b[ (b >x) et dérivable a droite

en Xq, la demi-droite 8 passant par le point
My(Xg, f(xg)) de la courbe (C), de coefficient
directeur f'j(x) et incluse dans le demi-plan

P,: x = x s'appelle demi-tangente a (C) a droite

au point M,

* Soit f une fonction définie sur un intervalle de la
forme Ja, x¢] (a< x() et dérivable a gauche en x, la
demi-droite 8' passant par le point My(x,, f(xy)) de la
courbe (C), de coefficient directeur f 'g(xo) et
incluse dans le demi-plan P,: x < X s'appelle

demi-tangente a (C) a gauche au point M,

Demi tangentes verticales :

. ) f(x)-f(x

« Si  lim (M
X —>xF 2Ty

) = +00 (Ou- o)

(C) admet une demi-tangente verticale a droite au

pOint MO(XO 5 f(Xo))

e Si lim (=)

X=X,

) = +oo(0u — o)
X =X,

(C) admet une demi-tangente verticale a gauche au

pOint MO(XO 9 f(Xo))

95

o=

0!

©)

jCSY




Auto évaluation

1. Etudier la dérivabilité de f a droite en X ( calculer le nombre dérivé a droite en x , lors-
qu' il existe) :
Df:x - \/; 5 X0=0
)f: x> x\/; ; X0=0
1
Hf: x> JI+2x ; X0 = 5

2. Etudier la dérivabilité de f a gauche en x,, ( calculer le nombre dérivé a gauche en x , lors-
qu' il existe):

Df: x> +5-x ; X0 =5
Df:x—= X’ +x ; Xo= -1

Hf: x> X—|X—3x2|; X0 =

3. Etudier la dérivabilité de f en X, ( on pourra étudier d'abord la dérivabilité a droite puis

la dérivabilité a gauche en Xx)

1) ’f:xn—)—3+|x2 -5 ; Xo= /5 2) fix x|4 -3x|; x0=:
X
2) f:xH|x+2| 1/|x+2 ; Xo= 2 4) fix 1L||X| ; Xo=0

4. Soit la fonction f: IR = IR

X H|X2—1|

1) Prouver que la représentation graphique (C) de fadmet deux demi tangentes en chacun des points
M1 ,0)et N (-1,0).Construire ces quatre demi tangentes dans un repere orthogonal (O, i , }) (‘sans
donner les équations cartésiennes)

2) Tracer (C) dans le repére (O, i , j )

5. Pour chacun des graphiques suivants répondre aux deux questions :

1) f est—elle dérivable en a ?

2) (C) admet- elle une tangente, une demi tangente ou deux demi tangentes de directions
différentes au point A(a.f(a))?
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(C)y=f(x)

5 6
flay- — — A
f@)= — —AA
I
| I
4. / D
C). y=f
Fy=9 (C): y=f(x)
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6. Chacun des graphiques suivants représente une fonction f définie sur un intervalle conte-

f(x)— (o)

nant un réel a . On pose pour X # o, @ (X) =

X—=0
Déterminer dans chaque cas : lim @ (x), lim @(x) et lim @(x) (lorsqu'elles existent)
X ot X B o~ X B o

et déduire une reégle concernant le sens d'une demi tangente verticale.

1 5 :
(©) )| ERRERTEERPS A
f(a)
()} EECRECEETEE : A - N E

(©) ©)
1 o
] 0

0 a
4 E 6

A f(a()

f(G) ......... A
A

A1

III. Dérivabilité sur un intervalle
1. Soit la fonction f : IR — IR
x> 1 +3x—x2

1) Calculer les nombres dérivés de f respectivement en -1, % et /5

2) Soient x un réel quelconque et f'(x) le nombre dérivé de f en x. Exprimer f'(x) en fonction de x
3) On consideére la fonction f': IR — IR
X — f'(x)
Quel est le domaine de définition de f' ?
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2. Soit la fonction g: IRt — IR
X Jx
1) Exprimer g'(x,) en fonction de x, pour les valeurs de x,, telles que g'(x,) existe
2) On considere la fonction g': IR = IR, x > g'(x). Quel est le domaine de définition de

g?

Activités de découverte

3.Soit la fonction f: IR — IR
X b 4/2x -1
1) Etudier la dérivabilité de f a droite au point%
2) Soit x,, un réel tel que x, >-L .Montrer que f est dérivable en x et déterminer f '(x,)
3) Caleuler £'(1) , ' (5), () . f' (£ ) .1 6/2)
> f est dérivable en tout point x, € ]% ,+ % [. On dit que f est dérivable sur l'intervalle
]%, + o [ et puisqu’elle n’est dérivable en aucun point en dehors de cet intervalle, on dit que

]% , + @ [ est le domaine de dérivabilité de f.

4. Soit f la fonction définie sur IR par f(x) = x2-31x -1 1.
1) Soit x un réel tel que xy # 1. Montrer que f est dérivable en x et déterminer f '(X)
(considérer les deux cas xy > 1 et x5 < 1)
2) Calculer f'(-1) ,f'(2) , f '(—%) ,f‘(% ), f'0), £'(\/2)et f'(% )
3) a. Montrer que f est dérivable a droite en 1 et calculer '4(1).
b. Montrer que f est dérivable a gauche en 1 et calculer f 'g(l).
Commentaire :
e f est dérivable a droite en 1 et dérivable en tout point X, € |1 , + o [. On dit que f est déri-
vable sur l'intervalle [1 ,+ o0 [
* De méme f est dérivable sur | — o , 1]
e f n'est pas dérivable en 1 donc f n'est pas dérivable sur IR, on peut dire seulement que f est

dérivable sur chacun des intervalles [1 ,+ o [et]— o , 1]

5. Donner le domaine de dérivabilité D de chacune des fonctions suivantes :

1) f:x ax2+bx + ¢ (a, b et ¢ trois réels donnés) 2)f:x Fov/x
3) f:x Ixl 4) fixmL
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Dérivabilité sur un intervalle :

Définition

* On dit que f est dérivable sur un intervalle ouvert I, si f est dérivable en tout point de
l'intervalle 1.

* On dit que f est dérivable sur un intervalle semi ouvert [a , b[, si f est dérivable sur 1'in-
tervalle ouvert Ja , b[ et f est dérivable a droite en a .

* On dit que f est dérivable sur un intervalle semi ouvert ]a , b], si f est dérivable sur l'in-
tervalle ouvert ]a , b[ , et f est dérivable a gauche en b.

* On dit que f est dérivable sur un intervalle fermé [a , b], si f est dérivable sur l'interval-

le ouvert Ja , b[, f est dérivable a droite en a et f est dérivable a gauche en b.

Remarque :

- Soit E une réunion d'intervalles, on dit qu'une fonction f est dérivable sur E , si f est
dérivable sur chacun de ces intervalles, E s'appelle domaine de dérivabilité de f.

-SiDyg, D, et Dy sont respectivement le domaine de définition de f, le domaine de conti-
nuité de f et le domaine de dérivabilité de f, alors on a :

D4 € D, C D¢ (les inclusions ne sont pas nécessairement strictes)

Auto évaluation

1. Déterminer le domaine de dérivabilité de chacune des fonctions représentées ci-dessous.

1
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2. Donner le domaine de dérivabilité de chacune des fonctions suivantes :
1
a.f:x -4/5 b.g:xn—)EX ch:ixm 7x—- x?

dkix—>x-3? e l:ix x|x—1|
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Travaux pratiques

Approximation affine de la fonction f : x > (1+x)2 :

On se propose d'utiliser la dérivation pour obtenir, lorsque x est proche de zéro, une

approximation affine de f : x > (1+x)?2
1) Justifier la dérivabilité de f sur IR, puis montrer que pour tout réel x, on a:
f( x) =1(0) + £ '(0) x + x.r(x) ou r est une fonction telle que lim r(x) =0
2) Quelle est la nature de la fonction A : x — f(0) + £'(0) x x—=0

3) Remplir le tableau suivant :

f(x)

| f(x) - AX) |

4) Montrer que si | x 1< 102 ,alors 0 < f(x) — [f(0) + f'(0)x] < 104
5) Donner des valeurs approchées de :
1,0012, 1,0004%2 et 0,999992.

Pour x proche de zéro
(14+x)2 >~ 1+2x

Approximation affine de la fonction f: x > +/14x

On se propose d'utiliser la dérivation pour obtenir, lorsque x est proche de zéro, une
approximation affine de f: x > /1 +x

1) Montrer que f est dérivable sur l'intervalle ]-1, + o[ et calculer f '(x).

1
$dui A(x)=1+ —x +x. li =0
2) Déduire de 1) que : f( x) 5 X + x.1(X) avec lim r(x)
XZ
X
4[\1 I+x +(1+ 2)} Pour x proche de zéro
1

JI+x ~ 1+ 5 X

3) Montrer que, f(x) — (1+ %x) = _

4) Montrer que pour X = 0, | f(x) — (1+%X )| 5%2

5) Déduire que 1,0198 < /1,04 < 1,02

» On montre aussi que pour x proche de O :

(1+x)* ~ 14+3x ; BRI :

1+x 1+x 2




Utilisation de la dérivation en économie :

Coiit moyen , coiit marginal
Soit C(x) le colit de fabrication d'une quantité x d'un certain produit. Le rapport Cx)
s'appelle colit moyen de fabrication du produit. Lorsque la production passe de la quantité
Xo a la quantit€¢ x,+1, il en résulte un colit supplémentaire égal a C(xy+1) —C(x().
Comme on a,
Cxo +1) = Clxg) = C((’:z) . 11))—_ i(()XO)

bre dérivé de C en X,.

, le colit marginal vaut, en pratique C'(xy), nom-

Exemple :

Le cotlit de fabrication d'une quantité x d'un certain produit est exprimé, en fonction de la
quantité produite x, par la formule : C(x) = x2 + 2x

1) Calculer le colit moyen de fabrication pour x = 1000

2) Calculer le coiit marginal pour x = 1000

3) Calculer C '(1000).

4) Déduire l'erreur commise en identifiant le colit marginal pour x =1000 a C '(1000) (c'est-

a-dire la différence [C(x( +1) — C(x()] — C '(1000) ).
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Avec l'outil informatique

Illustration graphique de la définition d’une tangente en un point d’une courbe

Utiliser un logiciel de géométrie pour :

1) Tracer la courbe représentative (C) de la fonction f définie sur IR par

f(x) =x2-3x-1
2) Marquer le point A(4,3) (Vérifier que A est un point de (C) )
3) a. Marquer sur (C) un point autre que A et qu'on notera M.
b. Tracer la droite (AM) qu'on désignera par D

4) Demander l'affichage de la pente de D sur I'écran

5) Sélectionner M , le faire varier sur (C) et remarquer 1'effet de cette variation sur la pente
de D

6) Faire rapprocher M de A puis positionner M sur A, vérifier alors que la pente de D est

€gale au nombre dérivé de la fonction f au point 4.
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Exercices et problemes

Pour chacune des fonctions suivantes, calculer, a I'aide de la définition, le nombre

dérivé au point X :
D fix)=3x"-x, Xo=1 D) fx)=2x-x  x0=-2

3) f(x)= x-/x2 44 , x=0 4) f(x) =222 !

s Xo=-—
x+3 077

Soit f une fonction dérivable en -2 tel que f(-2) = 1 et f '(-2) = 4 . Calculer les limites

suivantes :
) lim [l_f(x)) 2 lim | >XFO
X—-2 X+2 X—-2 f(x)-1
3 lim (f(zx) -1 ) 5 lim [T }
X—-2 x -4 X —-2 (x+2)
b
f est la fonction définie sur IR\ {1} par f(x) = ale ol a et b sont deux réels

donnés
1) Montrer que f est dérivableen 2 et que f' (2)=—-(a+Db)
2) Calculer a et b sachant que f(2) =1 et f'(2)=3

n A l'instant t = 0, on abandonne sans vitesse initiale une bille d' une hauteur de 122,5m.
La distance x(t) parcourue a l'instant t est égale a 4,9t2 ( x(t) en metres et t en secondes )
1) A quel instant la bille arrivera — t — elle au sol?

2) Avec quelle vitesse arrivera —t — elle au sol?

Soit f: x > x2 + 4x - 7. On suppose que le plan est rapporté a un repere (O, i, ; )
1) Monter que f est dérivable en 1 et déterminer ' (1).
2) Tracer alors la tangente T a (Cy) au point A d'abscisse 1.

3) Tracer (Cy)

n Soit la fonction f définie par f(X) = \/x+2
1) Montrer que f est dérivable en -1 et calculer son nombre dérivé en -1.

2) Ecrire I'équation de la tangente T a (C¢) au point d'abscisse -1

On considere la fonction f: IR — IR
‘s o Xx+4

X = - -
la courbe représentative (C) de f dans un repere orthogonal (O, i, j) et la droite (D)

d'équation : y =-4x
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1) Montrer que f est dérivable en tout point X, # 3 et déterminer f '(x)
2) Montrer qu'il existe deux tangentes Aet A' a (C) paralleles a la droite (D)
3) Tracer A, A' et (C).

n A partir des représentations graphiques ci-dessous , dire dans chaque cas si f est déri-

vable en x, et donner le signe de f '(x,) dans le cas ou il existe.

oY 9]
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n Le plan est rapporté a un repere(O, i , j ). Soient un réel a (a # 4 et a # 0) et la fonction
f:IR— IR

-4
X B
X —a
L. . 4
1) a. Montrer que f est dérivable en tout point x;, de IR\{a}et que f '(x) =ﬁ
X, —a

b.Déduire f '(0) et f '(4) en fonction de a.
2) On suppose que la courbe (C) de f admet deux tangentes paralleles a la droite
A:y =x ,respectivement aux points d'abscisses O et 4.
a. Expliquer les égalités f '(0) =f'(4) =1
b. Déduire que a =2

Soit f la fonction définie sur IR par: f(x) = -3x2
1) A et B sont deux points de (Cy ) d'abscisses respectives a et b.
Déterminer les €quations des tangentes T et Ty a (Cy ) respectivement en A et B.

2) On désigne par I le milieu du segment [AB] et par J le point d'intersection de T, et Tg.
a+b

2
3) Soit K le milieu du segment [1J]. Montrer que K appartient a (Cy) et que la tangente a

Montrer que I et J appartiennent a la droite d'équation x =

(C¢) en K est parallele a la droite (AB).

1) Montrer que si f et g sont deux fonctions dérivables en O et telles que

_ _ , . fthy _ FO
f(0)=g(0)=0 et g'0)=0 alors  lim =
h—o0 gh g

2) a. Montrer que la fonction h — +h+5— \/5 est dérivable en 0 et calculer son nombre

dérivé en O
. . . h—2h’
b. Appliquer le résultat de 1) pour calculer : lim

h—0 (\/h+5—\/§)

1) Construire la courbe représentative (C) de la fonction :
f:x— L dansunrepere O,i,j)
X
2) Déterminer le nombre dérivé de f en un réel X, non nul.
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3) Déterminer les points de (C) ou la tangente est parallele a la droite D : y = -x + 1.
Construire ces tangentes.
4) Soit le point A(-4,2).
a.Vérifier que A n'est pas un point de (C).

b. Est-il possible de mener par A des tangentes a (C)? Si oui, construire ces tangentes ?

13 Etudier, dans chacun des cas suivants la dérivabilité de la fonction f en O et calculer,

éventuellement, son nombre dérivé en O :
D) fix - x|x| 2) £:x > x4/x
Hf:x - (1) 3) frxis x|

Soit la fonction f: X +— +/1—=2x définie sur J-

1) Montrer que f est dérivable en -4 et calculer f '(-4)

1
> 5]

2) Etudier la dérivabilité a gauche au point% . Donner une interprétation graphique du résul-

tat trouvé.

3) Soit x, un réel tel que X, <L Montrer que f est dérivable en x et calculer f '(x)

2
4) Trouver un réel a tel que ' (a) = -%

x°+1 six>1

Soient la fonction f:IR— IR X B et (C) la courbe

1 .
5 —(x*-4x+T)six< 1
représentative de f dans le repere (O, i, j) 2
1) Vérifier que f est dérivable a droite et dérivable a gauche en 1 et que f'y(1) =2 et
f'o(1) = -1
2) Soit A le point de (C) d'abscisse 1. Montrer que (C) admet au point A deux demi
tangentes 0 et O ' que 1'on précisera

3) Tracer dans le repere (O, i , ;) 0, d' et la courbe (C).
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Le graphique ci-contre représente la courbe
(C) d'une fonction f définie sur IR.

1) Que peut-on dire a propos de la dérivabilité de f au

point -2 ? 1 3 :
—x+= six >-2 :
2) On suppose que f(x) =<8 2 |

(©)

—x?=2x+2 six<-2 * 2 M
Montrer que f admet deux demi tangentes d; et 0,

respectivement a droite et a gauche au point -2.

Tracer 0, et 0,

La représentation graphique suivante est celle d’une fonction f définie sur

[ -3, 7] dans un repere orthonormé (O, i, j)

1) Utiliser cette représentation pour déterminer les intervalles sur lesquels f est dérivable.

2) a. Justifier 'égalité f '(-2) = -2
b.Donner I'équation de la tangente a ( C; ) au point A(-2,0)
¢. Déterminer f'(-1) et £'(3)
d.f est-elle dérivable en 4 ?

3) a. Quel est le domaine de continuité de f ?

b. Quel est le domaine de dérivabilité de f ?
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3—4xzsixsl
2

Soit la fonction f: X
—SIX>—

X
1) Montrer que f est dérivable au point 1

2) Déterminer le domaine de dérivabilité de f
Soit la fonction f : x > | x2 4 3x| - 1

1) Etudier la dérivabilité de f aux points x,= 0 et x;= -3.

2) Indiquer sur quels intervalles de IR f est — elle dérivable ?

AN Soit la fonction f:x > x Ixl + Ix—1I
1) Déterminer le domaine de définition et le domaine de continuité de f.
2) Donner 1'expression de f sur chacun des intervalles |- ©, 0], [0, 1] et [1 ,4+ %[
3) a. Etudier la dérivabilité de f aux points O et 1

b. Déterminer le domaine de dérivabilité de
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Mathématiques et culture

* L' ASTROIDE :

En tracant plusieurs segments tous de méme longueur
ayant une extrémité sur l'axe (Ox) et l'autre sur (Oy)
((Ox) L (Oy)), on obtient une courbe appelée astroide.
Cette courbe est tangente a tous les segments tracés
Cette courbe est étudiée par Jean Bernoulli (1667 -
1748) et D'Alembert enl748. Son nom est donné par
Littrow en 1838.

"Astroide" signifie "en forme d'astre" (méme étymologie
qu' astéroide : qui ressemble a un astre )

* ENVELOPPES , GENERATION TANGENTIELLE :

On appelle enveloppe d'une famille de droites une courbe qui est tangente a chacune des
droites de la famille. Cette courbe est alors dite engendrée tangentiellement par cette
famille de droites.

Exemple : les paraboles

F est un point fixe, H décrit une droite fixe d. On montre que l'intersection M de la média-
trice de [FH] et de la perpendiculaire a d passant par H décrit une parabole et que la
médiatrice est la tangente a cette parabole en M.

L Lieu des points M

a

On en déduit la génération tanentielle suivante : :#'@ ‘\\5‘::\\\\\
I’enveloppe d’une famille de droites pour les- St
quelles le symétrique H d’un point fixe F par
rapport a chacune de ces droites décrit une
droite fixe d, est une parabole P.

(F s’appelle foyer de P et d est sa directrice)
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Fonctions dérivées - applications 6

I. Fonction dérivée

Activités de découverte

1. Un point mobile se déplace sur un axe (O, i) . Son abscisse est donnée en fonction du

temps par la loi horaire : X(t) = -3t2 + 60 t.

On rappelle que la vitesse instantanée V(t) du mobile a l'instant t est égale au nombre déri-
véde Xent: V(t) = X'(t).

1) Calculer V(t) en fonction de t. Quelle est la vitesse instantanée initiale du mobile (a
I'instant t = 0) ?

2) A quel instant t, la vitesse instantanée s'annulera-t-elle ? Quelle est alors la position du
mobile a cet instant ?

3) A quel instant t;, le mobile revient-t-il a sa position initiale ? Quelle est alors la vites-

se instantanée du mobile a cet instant ?

» La fonction V :tr> X'(t) s'appelle fonction dérivée de la fonction X : t— X(t)
V se note par X'
2. Déterminer la fonction dérivée de chacune des fonctions suivantes :

1) f:x > 3x+14

2) f:x > 5x2- 4x +7
1
X

4)h:x /X

3)g:x

3. 1) Soit la fonction g définie sur [5 , +o°[ par g(x) = +/2x —10
a. Montrer que g est dérivable sur l'intervalle | 5 , +o°[ et calculer son nombre dérivé en un
point x, de cet intervalle.
b. Expliciter la fonction dérivée de g.
2) Généralement soient a et b deux réels tels que a > 0 et la fonction définie sur [- % A4 par

f(x) = vax + b . Montrer que f est dérivable sur |- % , +°[ et déterminer sa fonction dérivée.
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Fonction dérivée
Définition
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I (ou une réunion d'intervalles
ouverts). La fonction dérivée (ou dérivée premiere ou tout simplement dérivée) de f,
notée f ' est la fonction de I dans IR qui a tout réel x de I , associe le nombre dérivé de f
enx : f': I=1IR

X f'(x)

Dérivée de fonctions usuelles

Fonction Ensemble de définition Domaine de dérivabilité Fonction dérivée

f:xr— ax?2+bx +c¢
(a,b et ¢ sont des IR IR f* : x> 2ax +b

réels donnés)
En particulier :

f:x—>0
f:x—>c
f:xHx IR IR x> 1
f:xHax+b IR IR f:xH>a
fox L IR* IR* P x s ol
X X2
. b .
[-3,+°°[s1a>0 ]-—4%o[sia>0
f(x) = JJax + b a a X by ———
lo - D1sia<o 1w Dlsia<o 2+/ax+b
En particulier 1
; [0 +oo[ 10 o] f:x > ——
h:x = +x N

Auto évaluation

Préciser l'ensemble de dérivabilité de la fonction f puis déterminer sa fonction dérivée :
1.a.f:x— -3x+10 ; b.f:x— 5x2-2x+1

2

c.f:x—-  x43 ; d.f:xm— 2—);

2.a.f: x> A2x-1 ; b.f:x— 14-7x
c.f:xm— \/E : df:x—> 4-5x
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II. Opération sur les fonctions dérivées

Activités de découverte

1. On considere deux fonctions f et g définies et dérivables sur un intervalle ouvert I. On pose
h=f+getk=Af
1) Soit x; un élément de I.
a. Montrer en utilisant la définition que h est dérivable en x et déterminer h'(x) en fonc-
tion de f '(x() et g'(xp)
b. Montrer en utilisant la définition que k est dérivable en x;, et déterminer k'(x,) en fonc-
tion de A et f '(x)
c. En déduire que h et k sont dérivables sur I et exprimer h' et k' en fonction de f'et g'
2) Utiliser 1) pour montrer que
a.La fonction H: IR — IR
X -7x+ 3x+ \/; -5
est dérivable sur ] O , + oo[ et détermi?ler sa fonction dérivée.

b. La fonction K : IR — IR

-2
X = —
9x

est dérivable sur IR* et déterminer sa fonction dérivée.

» D'une facon générale , on montre que si fy, f, ... f;, sont des fonctions dérivables sur un
intervalle I, alors la fonction f;+f, +... +f, est dérivable sur I et on a :
(f1+fy +..  +H) =1+ +... +f')

2.0n considere deux fonctions f et g définies et dérivables sur un intervalle ouvert I. On pose
h=fxg
1) Soit x; un élément de I.
a. Vérifier que pour tout réel xy de I, on a :
h(x) — h(x) = (f(x) — f(x)2(x) + (&(x) — gxo)f(X))
puis montrer que h est dérivable en x; et déterminer h'(x,) en fonction de f(x,), f '(xg) , g(Xg)
et g'(xp)
b. En déduire que h est dérivable sur I et exprimer h' en fonction de f,f', get g'.
2) Déduire la fonction dérivée de la fonction h : IR — IR
X (7x2 + 1)(%){—5)
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3. Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle I. On note f2 la fonction f x f
. 1) Montrer que f 2 est dérivable sur I et donner 1'expression de sa fonction dérivée (f 2)' en
fonction de f et f'. (utiliser les résultats de 1'activité 2)

2) Appliquer le résultat précédent pour déduire la fonction dérivée de la fonction

g:IR—=1R
X (5x-11) 2
3) Montrer que les fonctions f3 et 4 sont dérivables sur I et qu'on a :
(f3) =3f"f2 et (fY' =4f'f3

» on montre d'une facon générale que si n € IN*\{1} alors la fonction

fn = f x f x...x f (n facteurs) est dérivable sur I eton a : (f*) = n f'fn-1

Conséquence :

Soit la fonction f définie sur IR par f(x) = x. La fonction f* (n € IN*\{1}) est définie sur IR
par f(x) =xn

Comme f est dérivable sur IR alors f" est aussi dérivable sur IR et on a

(f)'(x) = nf' (x) f-1(x) = n.1. x2~1 = n x0-1 ce que 1'on peut noter par :

(xm)' = n xn-1

4. On considere la fonction polyndme P définie sur IR par :
P(x)= 7x4—x3 10 x2+ x /5
Utiliser les résultats des activités | et 3 pour montrer que P est dérivable sur IR et déterminer

sa fonction dérivée.

»D'une facon générale, on montre que si P, est la fonction polyndome définie sur IR par
P.(x)= a,x"+ a, ; x™! +...+a;x +ag,alors P, est dérivable sur IR et sa fonction déri-
vée P', est définie par :

P (x)=na, x™1 + (n-1)a, ; x"2 +... + 23, X + a,

5. On considére la fonction polyndéme P définie sur IR par : P(x) = 4x3 — x2 +% x—13

1) Déterminer la fonction dérivée P' de la fonction P. Quelle est la nature de P' ?

2) Déterminer la fonction dérivée P" = (P')' de la fonction P' (P" s'appelle fonction déri-
vée seconde de P)

3) Vérifier que la fonction dérivée (P")'de la fonction P" est une fonction constante ( (P")'

est notée PG et s'appelle dérivée d'ordre 3 de P)
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Opérations sur les fonctions dérivables :

* Dérivée de la somme de deux fonctions :

Théoreme : Si f et g sont deux fonctions dérivables sur un intervalle I, alors '+ g est
dérivable sur [ etona: (f+g)'=f'+¢g'

* Dérivée du produit de deux fonctions :
Théoreme : Sifetg sontdeux fonctions dérivables sur un intervalle I, alors f.g est déri-
vable sur I eton a : fg)'=f'g+fg'

En particulier si a est une constante, alors (of)' = o f'

* Dérivée du quotient de deux fonctions :
Théoreme: Sifetg sont deux fonctions dérivables sur un intervalle I telles que pour tout

réel x de I, g(x) #0, alors_L etf sont dérivables sur I et on a
g g

1) _ g e (f)_re-tfe

* Dérivée de la puissance d'une fonction :

Théoreme : Soient f une fonction dérivable sur un intervalle I et n un entier relatif.

1) Sin e IN* alors f est dérivable sur I.

2) Sin<O0 etsifne s'annule pas sur I, alors f? est dérivable sur I et on a dans les deux
cas: (fn)" = nf' ol

* Dérivée d'une fonction polyndme :
Si P est la fonction polyndme définie sur IR par :

P(x) = a, x"+ a, ; x™! +...+a, X +a;,alors P est dérivable sur IR.
Sa fonction dérivée P'est définie par :

P'(x)=na,x™1+ (n-1)a, ;| x"2 +...+ 23, X + a

e Dérivabilité d'une fonction rationnelle :

Une fonction rationnelle est dérivable sur son ensemble de définition. Sa dérivée s'obtient
a l'aide des regles précédentes (dérivée du quotient de deux fonctions et dérivée d'une
fonction polynéme)
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Auto évaluation

Préciser l'ensemble de dérivabilit¢é de la fonction f puis déterminer sa fonction

dérivée :
5 x>,
1. a.f:Xsz—Eerl ; b.f:xm— ?—x +4/5
c.f:x— 2+ x_ 2 ; d.f:xm- x\/§+§—l
2 X x 4
2. a.fix (22)x+1) : b.f:x> J2(x—x°)
2
c.f:xm- (X——l)\/; ; d.f:x - (x+l)2(x—4)
2 X 2
3x -1 6
3. a.f:xm ; b.f:x xV6-———
X+2 \/;
1 X
c.f:xm— ; dfix—» ——
1-+/x (2x —3)’
4. a.f:xm- X_1)2 ; b f:x - £
X+2 - X
c.f:ix-> X*-D)+x*-1D)7 df:x - x(l—l)lo
X
5. a.f:xe |x| (7-x) ; b fix e |x —4 [2x + 1
c.f:xn—>|%—\/;| ; df:x - 2x-[1 =X
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IIl. Variations d'une fonction

Activités de découverte

1. La courbe ci-contre est celle de la fonction :
f:IR —1IR
X = (x=1)2

Compléter le tableau suivant :

signe de Sens de  Signe de
ltonlel =Sere s e cod]| a6y
]_0091]
[1,+00[

2. Soit f une fonction dérivable sur l'intervalle [0, 3] et
représentée graphiquement par la figure ci-contre :

1) Déterminer le sens de variation de f.

2) Déterminer graphiquement les ensembles des
abscisses des points de la courbe pour lesquels :

a. Le coefficient directeur de la tangente en M est posi-
tif.

b.Le coefficient directeur de la tangente en M est négatif.
3) Déduire le signe de f' sur chacun des interval-
les 10, 2[ et ]2, 3]

4) Que peut-on conjecturer sur le lien entre le sens de

variation de f et le signe de f' (x) ?

3. Déterminer le sens de variation de chacune des fonctions suivantes (utiliser la définition ou

le taux d'accroissement) et dresser le tableau de variation correspondant.

a.f:x—4x -1 b.f:XH—Z?’X+5
d.f: x> -(x +7)? e.f:x > 1
X

c.f:x—x2 -1

2) Calculer la dérivée de chacune de ces fonctions et étudier le signe de f' (x)

3) Trouver alors, dans chaque cas le lien entre le sens de variation de f et le signe de f'(x).
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1

4. Soit la fonction f:x 1
— X
1) Montrer que f est dérivable sur IR\{1} et que sa dérivée est positive sur IR\{1}

2) f est-elle croissante sur IR\{1} ? (justifier votre réponse)

5. 1) On considére la fonction f définie sur IR par f(x) = ax2 + bx + cour a, b , et ¢ sont
trois réel donnés. On suppose que la dérivée f ' de f est nulle sur IR . Montrer alors que f est

une fonction constante

2) Soient a, b et ¢ des réels tels que a # 0 . On considere la fonction g définie sur l'intervalle

b
I =] -c,+%[ par f(x) = T

X +c
a. Déterminer la dérivée f ' de f sur 1.

b. On suppose que f' est nulle sur I. Montrer alors que f est une fonction constante sur I (véri-

fier que pour tout x élément de I on a f(x) = a)

. . X
6. Soit la fonctionf:x ﬂ
X

1) Montrer que f est dérivable sur IR* et que sa dérivée est nulle sur IR*

2) f est-elle constante sur IR* ?

Dérivée et sens de variations d'une fonction
Théoreme (admis) :
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I et de fonction dérivée f"'.
e ' est nulle sur I, si et seulement si, f est constante sur I.
* f'est positive sur I, si et seulement si, f est croissante sur I.
* f' est négative sur I, si et seulement si, f est décroissante sur 1.

Remarque :
L'hypothese I est un intervalle est essentielle (voir activités 4 et 6)

Auto évaluation

1. (Q.C.M.) Trouver la ( ou les ) réponse(s) exacte(s) :
1) f est définie sur IR par f(x) = x3 — 3x2 + 3x. On a f'(x) = 3(x—1)2.
a. fest croissante sur IR
b. f est décroissante sur IR

c. On ne peut pas conclure
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____________________________________________________________________________________________________________________________________________________________|
2) f est définie sur IR par f(x) = 1- x2.
a. f est croissante sur [-1 , 1]
b. f est décroissante sur [-1 , 1]

¢. On ne peut pas conclure
3) f est définie sur IR* par f(x) = % -X . Alors, f est décroissante sur :

a. IR* b.]0,+ [ c.]-», 0f
4) f est définie sur IR par f(x) = 1 + x5. Alors, f est croissante sur :
a. IR* b. IR+ c.IR

2. Déterminer le domaine de définition et étudier le sens de variation de f dans chacun des cas suivants :
1
Df:x > 1 - x — —x?

Dfx > 3x - x°

Hfx = 2x¥ + x-7

-3

x -2

3. On donne la courbe représentative de la

dérivée f' d'une fonction f dérivable sur IR.
1) Que peut-on dire de f sur ]-,a] ? /

2) Déterminer le sens de variations de f sur [a,b] 3 2 a o 1 2 38 1 5

Hfix -

puis sur [b, + o[

3) Comparer ( par l'un des signes "<", ">"
ou "=") en justifiant votre réponse :

a. f(-3) et f(-2)

b. f(0) et f(1)

c. f(2) et f(3)

d. f(4) et f(5)

4) Peut-on comparer f(3) et f(5) ?

4. La fonction f , sa dérivée f'et sa dérivée (C):':
seconde f " sont représentées graphiquement sur
la figure ci-contre (a0 = 1,8).

1) Akram affirme que (C;) estla courbe de f'et
(C,) estlacourbe def",alors que (Cj) est la
courbe de f. Akram a-t-il raison ? Expliquer.(on
pourra déterminer d'abord le sens de variation de

chacune des fonctions associées aux courbes tra-

cées)
2) Dresser le tableau de variation de chacune des
fonctions f et f'.
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5. Les courbes suivantes représentent trois fonctions f , g et h et leurs fonctions dérivées p ,

g et r (dans un ordre aléatoire). Faire correspondre a chaque fonction, sa dérivée.

Les fonctions

S)

@

L\

R

Les dérivées

(%) G

1
(=]
Y

o
i |

\..

IV.Extrémums d'une fonction

Activités préliminaires

1. On considere la fonction f : IR — IR

X — x3-3x

Ch)

1]

-

(@)

1) a.Vérifier que f(x) — 2 = (x+1)2(x-2). Déduire que pour tout x € ]-,2],on a f(x) < 2

b. Montrer alors que f admet un maximum local au point -1.

2) a. Montrer que f est impaire.

b. Déduire que f admet un minimum local au point 1.
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2. f est la fonction représentée sur la figure

ci-contre.

a. En quel(s) point(s) f admet-elle un extre-

mum local ? (préciser sa nature) 1A/\

b. En quel(s) point(s) f admet-elle un extre- -3 o 1 2

mum global ? (préciser sa nature ).

Activités de découverte

3. On considere la fonction f définie sur IR* par f(x) = x + 1

1) a. Montrer que pour tout x < 0, f(x) — f(1) <0. )
b. Montrer que pour tout x > 0, f(x) — f(-1) = 0.
c. En déduire que f admet deux extremums locaux respectivement en deux points a et b
qu'on déterminera.
2) a. Vérifier que f est dérivable sur IR* et calculer sa dérivée f'.

b. Calculer f' (a) et f' (b)

4. On considere la fonction f: IR — IR
X x(x—1)2
1) Montrer que f est dérivable sur IR et calculer sa dérivée.
2) a. Vérifier que f' (x) = (x — 1)(3x — 1). Déduire que f ' s'annule et change de signe respec-
tivementen 1 eten L .
b. Déterminer le sens de variation de f.
3) Prouver que :
a. pour tout x € - , 1], f(x) < f(%)
b. pour tout x € | % L +o0] L £(x) > £(1)

c. En déduire que f admet deux extremums locaux qu'on déterminera.

5. On consideére la fonction f définie sur IR par f(x) = (x — 1)3.

1) Montrer que f est dérivable sur IR et calculer sa dérivée.

123



2) Vérifier que f ' s'annule en un point o qu'on déterminera.
3) Préciser le sens de variation de f.

4) f admet-elle un extremum local en o ?

Dérivée et extrema d’une fonction

Théoreme 1 (admis) :
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I et X, un élément de I.

Si f admet en X un extremum local, alors f '(xy) =0

Théoreme 2 (admis)
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I et X, un élément de 1.
Sif's'annule en x;, en changeant de signe, alors f admet en x; un extremum local

X X0 X X0
f'(x) + 0 - f'(x) - +
f(x0)
£ (x) / f(x)
f(xo)
f(x() est un maximum local de f f(x() est un minimum local de f

1- Si la dérivée f' s'annule et ne change pas de signe en X, alors f n'admet pas d'ex-

tremum local en x,. (Exemple : f: x> x3)
2- Une fonction non dérivable en un point peut avoir un extremum en ce point.
(Exemple : la fonction f : x = Ix| n'est pas dérivable en 0, mais admet un mini-

mum en ce point)

Auto évaluation

1. Répondre Par Vrai ou Faux :
1) Tout maximum global est aussi un maximum local.
2) Tout maximum local est aussi un maximum global.
3) Une fonction peut avoir deux maximums globaux distincts.

4) Une fonction peut avoir deux maximums locaux distincts.
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2. La courbe ci-contre est la représentation
graphique de la fonction dérivée f'
d' une fonction f.

1) Déterminer le signe de f .

2) f admet-elle un extremum en :

a.xg= 07

b.x;= 17 1]

C.Xp= 27 R

d.x3=-17 ————— e N >

3 2 -1 | 0 1 2 3

-

(on précisera éventuellement la nature de

ces extremums et on justifiera toutes les _2:

réponses données) ]
=3
4

3. Soit la fonction f définie sur IR par f(x) = 3x* — 2x3 + %

1) Etudier la dérivabilité de f et dresser son tableau de variation.
2) Vérifier que f admet un extremum global qu'on déterminera.

3) Déduire le signe de f sur IR.

4. Soit la fonction f: IR — IR
X > x3-3x + 2
1) Dresser le tableau de variation de f.
2) Déterminer les extremums de f.

3) Calculer f(-2), puis déterminer le signe de f(x) suivant les valeurs de x.
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Travaux pratiques

PROBLEMES D'OPTIMISATION

Une caisse cubique d'aréte r = 80 cm est posée contre un mur. On monte a cet endroit,

contre le mur, une échelle de longueur L. = 2,5 m. L'échelle est en contact avec une aréte hori-
zontale supérieure de la caisse. On veut, alors, connaitre la hauteur maximale h atteinte le long

du mur (figure 1)

‘ A=(BC)y=ax{C
)
L=BC
h=AC
h
0 T
P
Y . A(r, -r)
B [
Sol
Figure 1 Figure 2

On propose d'adopter la démarche suivante :

On modélise la situation présentée par la figure 2 en remarquant que les points O et A, et
la distance BC sont fixes. On considere, alors, un repere orthonormé (O, Y , ; ).

Déterminer la valeur maximale de h, revient a trouver la position de la droite A= (BC) dans
ce cas. Comme A passe par le point fixe O, il suffit de trouver la valeur de son coefficient
directeur a pour laquelle h est maximum.

1) Exprimer les coordonnées duzpoing B en fonction de a et r

2r r
2) Montrer que h2=L*-1* - —+ —

a a? r2 2
3) Soit la fonction f: a — f(a) =L*> —r* - +— (a>0). Etudier les variations de f
a

a
4) Donner alors la valeur maximale de la hauteur h (arrondir le résultat numérique a lcm

prés)
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Une personne possede un terrain qui a la

forme d'un triangle équilatéral ABC de 100m C
de coté. Son coté [AB] est situé sur une rue
principale. On veut construire sur ce terrain une
maison de forme rectangulaire EFHG, dont la
facade est sur le coté [AB] et telle que sa surfa-
ce soit maximale (figure ci-contre).

On propose alors la démarche suivante :

1) Soient x = AE et S(x) l'aire du rectangle
EFGH

aJustifier I'égalité AE = BF.

b. Montrer que S(x) =\/§ (100 - 2x)x.

2) Etudier les variations de la fonction :

X = S(X).
3) Déduire les dimensions de la maison pour lesquelles la surface est maximale.

Polynéme nul
V8] On se propose d'utiliser la dérivation pour montrer que si le polyndme
P(x) = ax3+ bx2 + c¢x +d estnul (c'est-a-dire pour tout réel x,
ona,P(x)=0),alorsa=b =c=d =0
1) Montrer que d =0
2) Déterminer la fonction P'. Déduire que ¢ =0
3) Déterminer la fonction P". Déduire que b =0
4) Montrer de facon analogue que a =0
» On montre d'une facon générale que :
- Le polyndme P, x) = a, x" + a, ; x™! +...+a; x + a,est nul (c'est-a-dire pour
tout réel x , P, (x) = 0) si et seulementsia, = a,_; =...=a; = a;=0
- Deux polynomes sont égaux si et seulement si leurs coefficients son identiques

TP4 Soit f la fonction définie sur IR par: f(x) =1 +x + x2 + ... + x50 (1)
1) Calculer f (1).
2) a. Trouver une 2eme expression de f(x) pour x # 1: On la désignera par (2).
b. En déduire la valeur de la somme: S =20+ 21 422 4 | +250
3) a.Calculer f '(x) a partir de I'expression (1).
b. Calculer f '(x) a partir de I'expression (2) pour x # 1. En déduire la valeur de la
somme : T=1+2x2+3x22+4x23+...+50x2%
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Avec |'outil informatique

On propose de traiter le TP2 a l'aide
d'un logiciel de géométrie C
Rappel de I'énoncé :

Une personne posseéde un terrain qui a la
forme d'un triangle équilatéral ABC de 100m
de coté. Son coté [AB] est situé sur une rue
principale. On veut construire sur ce terrain
une maison de forme rectangulaire EFHG,
dont la facade est sur le c6té [AB] et telle que
sa surface soit maximale.

1) En prenant comme échelle 1/1000 et en uti-
lisant le logiciel Cabri Géometre II plus, par

exemple, faire une construction géométrique
correspondant a la situation présentée et
faisant apparaitre la longueur x du segment
[AE] et 'aire S(x) du rectangle EFGH

2) En faisant varier la position du point E sur le segment [AB] trouver une valeur approchée
de x pour laquelle S(x) est maximale.

3) Comparer le résultat trouvé avec la valeur exacte obtenue aux TP2

Signe d'une expression
Soit g la fonction définie sur IR par : g(x) = %x _x-1.0n propose d'étudier le signe de
g(x) a l'aide d'un grapheur et du tableur Excel selon la démarche suivante :
1) Soit f la fonction définie sur IR par : f(x) =é X —% X _x
Vérifier que g est la fonction dérivée de f .
2) Utiliser un grapheur pour tracer (Cy) courbe représentative de f.
3) Utiliser cette courbe pour vérifier que f possede trois extremums qu'on désignera par X, X,
et X3. (X; < X, < X3) et pour donner un encadrement d'amplitude 0.5 pour chacun d'eux.
4) Utiliser le logiciel EXCEL pour trouver une valeur approchée a 2 chiffres décimaux pour

chacun des réels x4, x, et x3.

5) Dresser le tableau de signes de g.
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Dérivée p-eme d'une fonction polyndéme
Le programme suivant permet de déterminer la dérivée d'ordre p d'un polyndme donné

écrit en langage Turbo Pascal
Program Derivee_peme;
uses wincrt;
var n,p,w,i,k, m: integer;
coef:array[1..20] of real;
Begin
Write(' entrez le dégré n =");
Readln(n);
Write(' entrez 1"ordre de la dérivée est p =');
Readln(p);
For i:=1ton+1 do
Begin
Write(' entrez le coefficient coef[',i,'] =");
Readln (coef[i]);
End;
w:=0;
if p>n then
Begin
Writeln('fA(p)(x) = 0');
end
else
begin
For k:=1to p do
begin
wi= w+l;
Fori:=1to n+l do
Begin
coef[i] := coef[i]*(i-w);
end;
end;
Write ('"fA(p)(x)=",coef[p+1]:2:2);
For i:=p+2 to n+1 do
Begin
if coef[i] <>0 then
write( '+', coef[i]:2:2,*xA"i-p-1);
end;
end;
End.

Application :
Déterminer la dérivée 3¢me de la fonction h définie sur IR par :
h(x) = 2x5 - 3x4-5x2+2x - 8
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Exercices et problémes

Pour chacune des fonctions proposées ci-dessous déterminer 1'ensemble de dérivabi-

lit€ et la fonction dérivée

F(x)= 2x(% - x 24+ 2) Iy = X7

X)=2x(X —x X) =

D : s

2) e(x)=x>~k k(x) = (1-2x)°
2x + 3x +)°

3) h(xo)- () = D
2-x 1-x

Pour chacune des fonctions suivantes :
a. Donner le domaine de définition
b. Déterminer I'ensemble de dérivabilité et calculer sa dérivée.
c. Etudier les sens de variation.

1
) f: x |—>1—X2+—X3

1

x2—1

2+1

2) f:x >

X
3)) f:x—>
x —1

4hf: x > x— \/;
Soit f une fonction définie et dérivable sur IR .

1) On suppose que { est paire. On veut montrer que ' est impaire.

. . (el . f(x)-f(-
Soit alors X, € IR, en utilisant 'égalité f '(-xo) =  lim fx) - f(=xo)
X—>-X, X7 (=x¢)

et en posant t = -x, montrer f '(-xy) = -f' (x() et conclure.
2) Montrer de facon analogue que si f est impaire alors f ' est paire.

3) Vérifier les résultats précedents sur des exemples.

n Soit f une fonction dérivable sur IR
dont la fonction dérivée est représentée
graphiquement sur la figure ci-contre par sa
courbe (C)

1) Donner le sens de variations de f. "

2) Conjecturer l'allure de la courbe représen-

tative de f, sachant qu'elle passe par les 2

points A, B et C. *
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Les courbes représentées dans les figures 1 et 2 ci-dessous sont respectivement celles

de deux fonctions f et g.
1) Donner le tableau de signe de f.
2) Donner le tableau de variations de g.
3) f peut-elle étre la fonction dérivée de g ? Justifier . (On fournira le maximum possible

d’arguments).

(Ca)

n Soit f : x > ax3 + ax? + bx + c ol a, b et ¢ sont tr01s reels
(C) est la courbe représentative de f dans un repere (O, i, J ).
1) Déterminer les réels a, b et ¢ sachant que :
a.(C) admet au point A d’abscisse O une tangente T d’équation y = -5x + 1
b. f admet un extremum en 1.
2) Etudier les variations de la fonction obtenue.

2
Soit f la fonction définie par : f(x) = ax”+bx+c

gnera la courbe de f dans un repere (O, i, j) .
1) Calculer f'(x).
2) Déterminer a, b et ¢ sachant que :
a. f admet en O un extremum égal a 1.
b. La courbe (C) passe par le point A(-2,-3).
Pour la suite, on prendraa =b =c =1.
3) a. Dresser le tableau de variations de f .
b. En utilisant les variations de f comparer :

] ol a, b et ¢ sont des réels.(C) dési-
X +

1+ 2005 x 2006 et 1 + 2006 x 2007
2006 2007
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n Soit la fonction f:IR — IR
X B f(x) =x2-2Ixl +3
1) Etudier la dérivabilité de f en O.
2) Déterminer la fonction dérivée de f
3) a. Dresser le tableau de variations de f.
b. En déduire que pour tout réel x, on a f(x) = 2.

n Soit f une fonction dérivable sur IR. La
courbe (Cg1) ci-contre est celle de sa fonction
dérivée ' 5:
1) a. Déterminer le nombre d'extremum de f.

(justifier votre réponse)

b. Préciser la nature de chaque extremum. (Cf)
2) Dresser le tableau de variation de f.
3) On suppose que la courbe (Cy) de f passe par
le point A(0O , 1). Donner une équation de la tan-
gente T a (Cy) au point A
4) Soit m un nombre réel. Discuter suivant les

valeurs de m le nombre des tangentes a (Cy) de = 5 ; 5 ; 5 -3

coefficient directeur m. 4]

J{I] La courbe ci-contre représente une
fonction f définie et dérivable sur ]O, + [.

1) a. Déterminer :
lim f(x) et lim f(x) .
X —> 400 x — 0+ F

b. Calculer f'(2) et f'(3). 8
c. Résoudre les inéquations :

D :fx)<0 et d): f'(x)<O0.

2) On suppose que f est la fonction dérivée d'une

fonction F .

a. Donner le sens de variations de F.

b. Conjecturer l'allure de (Cg) sachant qu’elle
passe par les points A(% ,1),B(2,0) et C(3.- % .
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Soit f la fonction définie sur IR\ {-2} par f(x) =ax+b + Xi (a,betcsontdes
réels). Le tableau ci- dessous est celui des variations de f
X -00 -3 -2 -1 +00
f' (x) 0 0
-6 +% +0

f(x) /
-~ -0 -2

Compléter le tableau de variations de f

2) a. Déterminer f' (x). en fonction de a, b et ¢ (f' étant la fonction dérivée de f).
b. Calculer les réels a, b et c.
3) Utiliser ce tableau, pour discuter -suivant les valeurs du réel m — le nombre de solutions
dans IR de I’équation : f(x) = m.
La hauteur (en metres) atteinte par un ballon lancé en I'air a un instant donné t (en
secondes) est :  h(t) = -t2 + 6t + 2.
1) a. A quels instants, le ballon atteint-il la hauteur h(t) = 7m ? (on vérifiera que
-2 46t -5 = (1-t)(t-5) )
b.Déterminer en secondes, la période pendant laquelle la hauteur atteinte par le
ballon est supérieure a 7m?
2) Déterminer la hauteur maximale atteinte par ce ballon ainsi que l'instant t au bout duquel
il l'atteint.
IR Soit R = (O, i J?) un repere orthonormé du plan et P la parabole d'équation :
y=1-x2 .Latangente T aP au point My(X, ,yo) ol x,> 0 coupe l'axe des abscisses et

'axe des ordonnées respectivement en A et B.

1) Faire une figure.

2
2) Montrer que A X, +1

,0 | et B(O,x2+1).
(x2 +1)°

4x

. . . 0. .
5) Déterminer alors x pour que l'aire du triangle OAB soit minimale.

3) Montrer que l'aire dou triangle OAB est g(x() =

C étant la parabole d'équation y = x2, dans un repére orthonormé (O, i, j )
1) Soit un point M de T d'abscisse x et A(0 , 1). Calculer AM2 en fonction de x.
2) Trouver les points de T qui sont les plus proches du point A

IF] Un producteur de pommes veut faire procéder a la cueillette de sa récolte par une équi-
pe qui ne peut travailler qu’une seule journée.
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Au bout du mois d’octobre le prix est de 800D la tonne mais ce prix diminue de 10D par
jour. Quel jour doit-il vendre sa récolte sachant que la production augmente d’une tonne par
jour et qu’il estime la production initiale (a la fin du mois d’octobre) a 60t

Quatre maisons dans une campagne sont situées aux sommets d'un carré de coté 2 km.
On veut construire des chemins entre ces maisons en choisissant (pour une raison de colt) le

projet pour lequel la longueur totale des chemins est la plus courte.
A B A B

2km 2 km

PROJET n°1 PROJET n°2

La question posée est alors : peut-on trouver une valeur de x pour laquelle le 2¢me projet est
moins coliteux. On propose alors la stratégie de résolution suivante:

1) Calculer la longueur totale L; des chemins selon le premier projet.

2) Montrer que la longueur totale L, des chemins selon le deuxieme projet est

L,=2-2x + 4 /1 + x>

3) a. Soit la fonctionXu :x  4/1+ x? Montrer que u est dérivable sur IR et que pour tout

réel X on a u'(x) m
b.Calculer alors la dérivée de la fonction f:x > 2—-2x + 4+/1+ x>
c. Déterminer le signe de f '(x) sur l'intervalle I = [0 , 1] et montrer qu'il existe x, apparte-
nant a I tel que f(X() soit un minimum absolu de f sur I
4) Calculer L, pour x = x et comparer dans ce cas L; et L,
5) On suppose que X = X.
a. Soit a l'angle DMH (a €]0, %[). Calculer tga et déduire a

b. Calculer alors les angles Dﬁ/I\N,A/M\N et AMD

Commentaire :
C'est, donc, en prenant les angles égaux a 120° aux points M et N que l'on obtiendra la
meilleure rentabilité. C'est exactement cette régle qu'utilisent instinctivement les abeilles pour

construire leurs alvéoles, en leur donnant la forme d'hexagone régulier.
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Mathématiques et culture

* APERCU HISTORIQUE :

Newton (mathématicien, physicien et astronome anglais :
1642 — 1727) et Leibniz(philosophe et mathématicien allemand: 1646-1716) sont deux

grands noms attachés au calcul différentiel: calcul sur les dérivées.

Newton a résolu des problemes de trajectoire, de vitesse et de tangentes. Il appelle les déri-

vées : fluxions. Leibniz utilise la notation différentielle %’ pour désigner la dérivée de la
X
fonction f:xi>y.

Le calcul différentiel et intégral —a peine né — est utilisé
abondamment dans la pratique. Mais il faut attendre les
travaux de Cauchy (mathématicien francais : 1789 — 1857

fondateur de la notion de limite.) pour avoir une construc-

tion mathématique satisfaisante du calcul différentiel et

intégral.

Augustin CAUCHY
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Etude de Fonctions 1

Exemples de Fonctions Polynomes

PLAN DU CHAPITRE

I) Fonctions affines, fonctions affines par intervalles

Il) Fonctions trinbmes du second degré

lll) Fonctions polynémes du troisiéme degré

IV) Fonctions polynémes du quatriéme degré bicarrées
Travaux pratiques

Avec l'outil informatique

Exercices et problémes

Mathématiques et culture
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Etude de fonctions 1: exemples de fonctions polynémes

I. Fonctions affines, fonctions affines par intervalles
1. On considere, dans un repere orthonormé (O, T , ; ) , deux droites D: y = ax+b et
D':y=a'x+b'. (a, b, a' et b' sont quatre réels donnés)

a. Donner la condition de parallélisme de D et D'.

b. Donner la condition d'orthogonalité de D et D'

2. Soient a et b deux réels.
1) On donne, dans un repere orthogonal (O, i , }) du plan, la droite D: y = ax+b et un point
A(a,B) de la droite D.

a.Montrer qu'une équation de D dans le repere (A, i, 3) est Y =aX.

b. Vérifier que D est la droite passant par le point A et le point B(1,a) dans le repere
A.i.])

2) Application : La courbe (C) ci-dessous est la courbe représentative d'une fonction f déri-

vable sur IR. On donne f'(1) =3 et f'(-1) =-9

(C)

Construire les tangentes a la courbe (C) aux points A et B.

3. Soient a et b deux réels. Donner; suivant le signe de a, les variations de la fonction affine f
définie sur IR par f(x) = ax + b.
Exemple
Trois voyageurs partent d'une méme ville et suivent la méme route,

un piéton part a 8 h (heure zéro indiquée par le chronometre) a la vitesse de 6 km/h,

un cycliste part apres une demi heure a la vitesse de 18 km/h,

un automobiliste part 5 mn apres le départ du cycliste a la vitesse de 90 km/h.
A 10h du matin, chacun d'eux atteint sa destination.
De combien de kilometres 1'automobiliste sera-t-il devancé par le piéton et en avance sur le
cycliste ?
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Eléments de solution

On introduit trois fonctions du temps (en heures) p, c et a définies sur [0,2] par :
. 1 ) 7
0 sit<— Osit<—
2 12
pt)y=6t ; c(t)= et a(t)=

18(t—1) sitZ1 90(t—l)sitzl
2 2 12 12

p(t), c(t) et a(t) désignent les distances (en km) parcourues respectivement par le piéton, le
cycliste et I'automobiliste. (P), (C) et (A) leurs courbes respectives

p est une fonction affine, c et a sont des fonctions affines par intervalles, elles modélisent les
parcours effectués respectivement par le piéton, le cycliste et I'automobiliste. Elles sont toutes

croissantes sur [0,2]

22km’]
20km |
18km |
16km |
14km | (A)
12km |
10km |
8km |
6km:
4km |
2km |

Okm_ mn |

1o "5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60

L'automobiliste est devancé par le piéton et en avance sur le cycliste dans les instants

. 1 2 30
t vérifiant: 18(t—-—) < 90(t———) <6t d'ou —=<t<—
2 12 48 48

a la vitesse de 90km/h, I'automobiliste est devancé par le piéton et en avance sur le cycliste

pour L;(9(] km, c'est-a-dire pour 1,875 km
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Auto évaluation

1. Soit la fonction f définie sur IR par f(x) =

2x si x<1

| x-3| +1six21
(C) est sa courbe représentative dans un repere orthogonal (O, i, ;)
1) a. Etudier la continuité de f sur IR
b. Tracer la courbe (C).
c. Etudier la dérivabilité de f sur IR.
2) a. Ecrire f(x) sans valeur absolue.

b. Résoudre dans IR, graphiquement puis par le calcul, I'inéquation 3f(x) — x > 0.

3y <x
3) Résoudre, graphiquement dans IR x IR, le systeme {y > f(x)
—Xx -4 si x=<0
2. Soit la fonction f définie sur IR par f(x) = 4 2x 4 si 0<x <3
2 six >3

(C) est sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O, i , ;) .
1) a. Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur IR.
b. Tracer la courbe (C).
2) Résoudre dans IR , graphiquement puis par le calcul, l'inéquation 2f(x)—x+5 > 0.
3) Hachurer la partie E du plan ensemble des points M(x,y) vérifiant y <0, 2y > —x et
y = f(x) puis calculer son aire.

[x+3] six<0

3. Soit la fonction f définie sur IR par f(x) =
2x-3] si x>0

-

(C) est sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O, i J ).
1) a. Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur IR.
b. Tracer la courbe (C).
2) a. Ecrire f(x) sans valeur absolue.
b. Résoudre dans IR, graphiquement puis par le calcul, I'inéquation f(x) < x.

3) Résoudre, graphiquement, dans IR? le systeme |y = f(x)
y <X
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II. Fonctions trinomes du second degré
1. Résoudre dans IR les équations suivantes:
« (B)): x2-3x -4 =0 o (B):2x2423x +1 =0 * (Ey): x2+4x 45 =0
© (Ep): x2—4x 4 =0 o (Bs):2x2-4x+5=0  *(Ee):x2—2/2x+3=0

2. Résoudre dans IR les inéquations suivantes:
* (E)):x2+2x+7<0 * (Ey): X220/2x+1>0 o (E3) : -3x2+ 18x -27 <0
« (By):2x2-4x 320 © (Bs):x2-2/2x-3<0 =+ (Eg):2x2-~/2x 43 >0

3. On donne dans un repere orthogonal (O, i ) ;) les paraboles P: y = x2
etP:y=x2-3x+1
1) Tracer la parabole P.
2) a. Donner 1'axe et le sommet de la parabole P'
b. Montrer que P' est 1'image de P par une translation dont on déterminera le vecteur.
c. Tracer alors la parabole P'.

Soient a, b et c trois réels tels que a # 0. On considere la fonction f définie sur IR par
f(x) = ax2 +bx +c et (C) sa courbe représentative dans un repére orthogonal du plan
Ona:

¢ f est une fonction dérivable sur IR et pour tout x € IR, ’(x) = 2ax+b.

¢ (C) est la parabole d’équation y = ax? +bx+c, de sommet le point

2
S( _—b, M) et d’axe de symétrie la droite (A) : x =i .
2a 4a 2a
Exemple

1) Soit la fonction u définie sur IR par u(x) = —x2+4x +5. (C) est sa courbe représentative dans
un repere orthogonal (O, Y , ;) .
a. Préciser les branches infinies de la courbe (C).
b. Ecrire 1'équation de la tangente T a la courbe (C) au point A d'abscisse 3.
c. Tracer la droite T et la parabole (C) dans le repere (O, T , I)
—Xx+5s8ix <0

2) On considere la fonction f définie sur IR par f(x) =
u(x)six =20
a.Tracer avec une autre couleur la courbe (C') de f.
b. Dresser le tableau de variations de la fonction f.
3) Etudier la continuité et la dérivabilité de f en 0. Interpréter, géométriquement, ces résultats.
4) Etudier la position relative de la courbe (C') par rapport a la droite (d) : y = 8.
140



5) Soit (A) la droite d'équation y = o (a0 € IR). Donner, graphiquement et suivant les valeurs
de o, le nombre de points d'intersection de (C') et (A).

6) Résoudre, graphiquement, 1'inéquation f(x) > x+5 dans IR.

Eléments de solution

1) a. Branches infinies de (C)

o lim u(x) = lim (—=x’*+4x +5) = lim —x* = —oo
X—>—o0 X—>—o0 X—>—o0

o lim ux)= lim (—x*+4x +5) = lim —x* =—ec

X —>+oo X—>+oo X—>+oo
La courbe (C) admet deux branches infinies.
2 2
fim 2 = i XX s o im () = Tim (%) = ¢

X—>—00 X — —o0 X =+ X —>+®

Interprétation géométrique

Les branches infinies de la courbe (C) sont des branches paraboliques de direction celle de
I'axe (O, I ).

b.Tangente en A
La tangente T a (C) au point A(3,8) est déterminée par 1'équation y = u '(3)(x-3) +8
d'ou T: y = -2x+14
1) -d. Courbe (C) 2)-a. Courbe (C")
(C) est la parabole d'axe D: x = 2 et de sommet S(2,9).

—X+5 s1x<0

2) a. La fonction f est définie sur IR par f(x) :{
ux)six =20
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b. Variations de f

3) Continuité de fen 0

lim f(x) = lim (5—x) =5 = f(0) et limf(x) = lim (—x2 +4x +5 ) = 5 = f(0) d’ou f est continue en zéro.
X%O- X_>0_ X_>0+ X—>0+

Dérivabilité de f en 0

lim w = lim —X_ _1 festdérivable a gauche en zéro et de nombre dérivé a
x—0" x-0 x—0" X
gauche fg(O) =-1.
2
lim 1x)-f(0) = lim —XT A = 4, f est dérivable a droite en z€ro et de nombre dérivé a
x—0" x-0 x—0" X

droite f'(0) = 4.

Interprétation géométrique: La courbe (C) admet deux demi tangentes en I(0,5); I'une a gau-
che de coefficient directeur égal a -1 et l'autre a droite de coefficient directeur égal a 4.

4) Positions relatives de (d) et (C")

(C") est au (C") est au (C") est au

dessus de (d) dessous de (d) dessus de (d) (C') est au

dessous de (d)

S) (A) N (CY

1 2 3 2 1

6) f(x) > x+5 signifie que la droite d'équation y = x+5 est au dessous de (C)
d'ot Sig =]-,3[-{0}
1. On considére la fonction f définie sur IR par f(x) = x2-2x-3; (C) sa courbe représentative
dans un repere orthogonal (O, ? , 17) et S le sommet de (C).
1) a. Montrer que la translation de vecteur (;S transforme la parabole P d'équation
y =x2en (C).
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- -
b. Ecrire I'équation de la parabole (C) dans le repere (S, 1, J).

c. Tracer (C).
2) Déterminer, graphiquement, les points d'intersection de la courbe (C) avec I'axe des abscis-
ses. Retrouver cette intersection par le calcul.
3) Tracer dans le repere (O, i, ;) les courbes représentatives de —f et de Ifl.

4) Résoudre, graphiquement dans IR x IR, l'inéquation (x2-2x —3)2 -y2 > 0.

2. Soit la fonction définie sur IR par f: x > 2x2 +3x— 2.
(C) sa courbe représentative dans un repere orthogonal (O, i , I)
1) Tracer la parabole (C). (On donnera son axe et son sommet).
2) Déterminer les intersections de la courbe (C) avec les axes du repere.
3) Soit la fonction g définie sur IR par g(x)= —f(x).
Construire dans le méme repere les courbes représentatives des fonctions g, h et k
définies sur IR respectivement par g(x) = —f(x), h(x) = If(x)l et k(x) = f(x)+3

(On expliquera a chaque fois la construction)

3. 1) Soient f et g les fonctions définies sur IR respectivement par f(x) = —x2 +x + 2
g(x) = x2 +42x-1, (C) et (C") leurs courbes représentatives respectives dans un repere orthogonal
a. Déterminer les intersections des courbes (C) et (C') avec l'axe des abscisses.
b. Déterminer les points d'intersection des courbes (C) et (C').
c. Tracer les courbe (C) et (C").
2) Hachurer la région du plan formée par les points M(x,y) vérifiant :
x €[5 1] ety € [f(x) g0l
4. La courbe (C) ci-contre est une parabole
représentant une fonction f définie sur IR par
f(x) =ax2+bx + ¢
(ol a, b et ¢ sont des réels donnés)
1) Utiliser le graphique pour
a. Dresser le tableau de variations de f et détermi-

ner l'axe de symétrie et le sommet de sa courbe (C).

b. Retrouver les coefficients a, b et c.

2) Donner I'équation de la tangente a (C) au point

d'abscisse —1
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III. Fonctions polynomes du troisiéme degré
1) Equations du troisieme degré
1. Résoudre dans IR les équations et les inéquations suivantes:

(E1): x3-1=0

(E2): 8x3 +12x2+ 6x+1=0

(E3): x3-4x2+x <0

(E4): (x-2)(x-3) -2x+6 +(x=3)3 <0

Activités de découverte

2. Soit f la fonction définie sur IR par f(x) = ax3+bx2 +cx +d
(a, b, c et d étant quatre réels donnés)

1) Supposons que a +b+c+d = 0. Vérifier que 1 est un zéro de f.
2) Supposons que a —b+c—d = 0. Vérifier que —1 est un zéro de f.
3) Supposons que X est un zéro de f.

a. Ecrire f(x)= (ax3 + bx2 + cx +d) — (ax,> + bxZ + cxo+d ).

En déduire que pour tout x € IR , f(x) = a(x3 — xy3) + b(x2— %2 ) + c(x— X)

b. Factoriser alors f(x)
Application

On considere, dans IR, 1'équation (E) : x3 -2x2-4x+3 =0.

Vérifier que 3 est une solution de (E) puis déterminer ses deux autres solutions.

Pour résoudre, dans IR, une équation du troisieme degré (E): ax3 +bx2 +cx+d = 0, on pourra
factoriser I’expression ax3 +bx2 +cx+d soit directement soit en déterminant une solution
apparente x, de (E), écrire ax3+bx? +cx+d = a(x3- xy°) + b(x2— xy2 ) + c(X— X() puis
factoriser cette expression. En particulier :

sia+b +c +d =0 alors 1 est une solution de (E) et si a —b+c—d = 0 alors —1 est une solution
de (E).

Auto évaluation

1. Résoudre dans IR les équations et les inéquations suivantes:

2
(Bp: x6-1=0 (E,): XTH3X-3 1
x+1 2x
(E3): x3-4x2+x+6>0 (Ey): -2x3—x2 + 5x -2 <0 (Vérifier que -2 est une solution.)
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2. Déterminer une fonction polyndome de degré 3 dont on connait trois zéros distincts o, 3 et y.
Existe-t-il d'autres fonctions polyndmes de degré 3 ayant les mémes zéros ?

2) Etude d'exemples de fonctions polynomes du troisieme degré

Activités de découverte

On considere la fonction f définie sur IR par f(x) = x3. (C) sa courbe représentative dans un
repere orthogonal (O, i , }) .

1) a. Etudier les variations de f.
b. Montrer que f est impaire. Que peut-on dire de la courbe (C) ?
c. Etudier les branches infinies de (C)

2) a. Donner I'équation de la tangente T, a la courbe (C) en O.
b. Vérifier que (C) traverse sa tangente T en O.

On dit que O est un point d'inflexion de (C).

3) a. Donner I'équation de la tangente T; a la courbe (C) au point I d'abscisse 1.
b. (C) traverse-t-elle sa tangente T{enlI?

4) Tracer T, T, et (C).

5) Etudier le signe de la dérivée seconde de f sur IR. Que remarquez-vous ?

Soient x un réel et f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I contenant x,. (C)
est sa courbe dans un repere orthogonal (O, . ;) .
Point d'inflexion

Définition

Le point M (x(.f(X()) est dit point d'inflexion

de la courbe (C) si cette courbe traverse ©
sa tangente en ce point.

Théoreme (admis)

Si f est deux fois dérivable sur I alors

le point M(X(,f(x)) est point d'inflexion

de la courbe (C) si et seulement si la dérivée

seconde de f s'annule en changeant de signe en X. /'-2 i1 o K 2

Exemple 1 3 5
On considere la fonction f définie sur IR parf(x) = §X3— EXZ +5 . (C) sa courbe représenta-
tive dans un repere orthogonal(O, i, j).
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1) a. Etudier les variations de f.
b. Préciser les extremums de f.
c. Etudier les branches infinies de (C)
2) a. Montrer que la courbe (C) admet un point d'inflexion I dont on déterminera les
coordonnées.
b. Donner I'équation de la tangente T a la courbe (C) au point 1.
c. Montrer que I est un centre de symétrie de la courbe (C).
3) Tracer la droite T et la courbe (C).
4) Vérifier, a 1'aide du graphique, que 1'équation (E) : 2x3-9x2 +15 = 0 admet dans IR trois
solutions et encadrer chacune d'elles a 0.5 pres.
Solution
1) a. Variations de f

f est une fonction polyndme elle est alors définie, continue et dérivable sur IR.

1 3 5 1
lim f(x) = lim (=x’— EXZ +=)=1lim —x’ = -o0

X —> —o0 X — —o0 3 2 X— —co
1 3 5 1
lim f(x) = lim ( =x’—=x"> += )=1lim —x’ = +oo
X —> +oo X —> +oo 3 2 2 X = +oo 3

Pour tout x EIR, ' (X) = x2-3x = x(x-3)
b. Extremums de f X €9 0 3 e
La fonction f présente deux extremums locaux, = g1 (x) + 0 _ 0 +

un maximum local en O qui est %

3 22
et un minimum local en 3 qui est —2. f(x) / 2 \ /
o) =72

¢. Branches infinies

La courbe (C) admet deux branches infinies.
1
2X
im 2 _gim (35 = tim (xt) =+ eoet lim A = Jim Lx = 4 oo
X——ee X X—> —oo X X—> —co 3 X teo X X—> +oo
Les branches infinies de la courbe (C) sont des branches paraboliques de direction celle de
l'axe (O, 1) .
2) a. Point d'inflexion de (C)
f est deux fois dérivables sur IR et f"(x) = 2x-3
— 00 i Q0
a 3 +

f"'(x) — 0 +

f" s'annule et change de signe en % d'ou I(%,é%) est un point d'inflexion de (C)
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b. Tangente Ta (C) en 1

L'équation de la tangente T a (C) en I esty = f(z )(x—; )+f(§ ), T:y= _?l X + 2;
c. Centre de symétrie de (C)
Pour tout x € IR, on a bien (3—x) € IR eton a
1 ; 3 , 5 1 5,3, 1 1,3, 5 1
f(3—x) = 5(3—){) —5 (3—x) +5= gx +EX -2 =5—(§X —EX +5)= E—f(x)
d'ou I( 3 , 1) est un centre de symétrie de la courbe .
(C) ou (Zancgre (C) est la transformée d'elle-méme 5
par la symétrie centrale de centre I. 5]
3) Courbe (C) )
Remarquons qu'il suffit de s\ 2

représenter la restriction de f

sur |-o°, %] puis tracer son symétrique par rapport

al. RS '-1'1_0' 1 "5
Tableau de valeurs -2T
X -1 0 1 % 3
2 S 4 1
f(x) 3 2 3 4

4) L'équation (E) : 2x3-9x2 +15= 0 est équivalente a f(x) = 0.
La courbe (C) coupe 1'axe (O,Y) en trois points, leurs abscisses respectives Xy, X,

et x5 sont les solutions de 1'équation (E) et on a: —1,5< x;<-1; 1,5< x,< 2 et 3,75< x3< 4,25.

Auto évaluation

1. On considere la fonctioil f fléfinie sur IR par f(x) =§X3—X. (C) sa courbe représentative dans
un repere orthogonal (O, 1, j).
1) a. Etudier les variations de f et préciser ses extremums éventuels.
b. Montrer que f est impaire et préciser le centre de symétrie de sa courbe.
c. Etudier les branches infinies de (C).
2) a. Montrer que la courbe (C) admet l'origine O comme point d'inflexion.
b. Donner 1'équation de la tangente T a la courbe (C) au point O.
3) Tracer T et (C).
4) a.Tracer dans le méme repere la droite (D) d'équation y = x.
b. Etudier la position relative de (C ) par rapport a (D).

—x =0
5) Résoudre, graphiquement dans IR x IR, le systeme ,
3y—=x"4+3x=0
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2. On considere la fonction f définie sur IR par f(x) = —x3 -2x +1.
(C) sa courbe représentative dans un repere orthogonal (O, i, ;).
1) a. Etudier les variations de f.
b. Préciser les extremums de f.
c. Etudier les branches infinies de (C)
2) a. Montrer que la courbe(C) admet un point d'inflexion I dont on déterminera les coor-
données.
b. Donner I'équation de la tangente T a la courbe (C) au point I.
c. Montrer que I est un centre de symétrie de la courbe (C).
3) Tracer T et (C).
4) a. Vérifier, graphiquement, que f admet un seul zéro a.
b. Donner un encadrement &, 10-2 pres de o.

5) Résoudre, graphiquement dans IR x IR, l'inéquation (y+2x)(y+x3+2x-1) > 0.

3. La courbe représentative (C) ci-contre, est celle
d'une fonction polyndme du troisieme degré définie
par f(x) = ax3 +bx2 +cx+d (ol a, b, ¢ et d sont quat-
re réels donnés).
1) Utiliser le graphique pour : (©)
a. Dresser le tableau de variations de f et détermi-
ner le centre de symétrie et le point d'inflexion de (C).

b. Déterminer les intersections de (C) avec les

axes du repere. / -2 -1 0 1 2

2) Retrouver les coefficients a, b, c et d.

IV. Fonctions polynomes du quatrieme degré bicarrées

1) Equations du quatrieme degré bicarrées

Activités de découverte

1. Factoriser puis résoudre dans IR les équations et les inéquations suivantes:

c(Ep:x*=2x2+1=0 < (Ey) :x*+4x24+4=0 < (F)):2x4-3x2<0 =« (Fy):x*-4=0

2. 1) a. Résoudre dans IR I'équation (E) : 2X2 45X +2 =0

b. Soit, dans IR, 1'équation (F) : 2x* +5x2 + 2 =0.
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Vérifier que la résolution de 1'équation (F) revient a la résolution dans IRXIR

o 12X 45X+2 =0
du system
x2=X
2) Résoudre dans IR I'équation (G) : y4+\5y2+1= 0

3) Résoudre dans IR l'inéquation (H) : —2t* + 4t2 +% <0

Pour résoudre, dans IR, une équation du quatrieme degré bicarrée ax* +bx2 +c =0
(ol a, b et ¢ sont des réels tels que a # 0), on peut :
e décider du signe de I’expression ax* +bx2+c

* ou factoriser directement cette expression

aX2+bX +¢ =0
* ou bien poser x2 = X et résoudre, dans IR XIR, le systéme : o x
X4 =
Auto évaluation
1. Résoudre dans IR les équations suivantes :
1
* (E,): —x'-23x> -1=0 * B,):x+x+—=0
X
2 1 3 2
*(B,): X+ — -4=0 *(E,): 8 x’—4x>+2x-1=0
X
2. Résoudre dans IR les inéquations suivantes : | L
o (E):x'-2x> -5>0 o(E,): —2x" +x* -2<0 e(E)—+—5+—+1=20
X X X

2) Etude de fonctions polynomes du quatrieme degré bicarrées
Exemple
On consideére la fonction f définie sur IR par f(x) = x* —2x2 -3; (C) sa courbe représentative
dans un repere orthogonal (O, i , f)
1) a. Vérifier que f est paire.
b. Etudier les variations de f. Donner ses extremums.
c. Montrer que (C) admet deux points d'inflexion qu'on déterminera.
d. Déterminer les tangentes a (C) en ses points d'inflexion.
e. Etudier les branches infinies de (C) et tracer la.
2) Donner, graphiquement, une approximation des coordonnées des points d'intersection de
la courbe (C) avec les axes du repere. Retrouver, par le calcul, ces intersections
Solution
1) a. Parité de f
Pour tout x € IR, f(—x) = x*-2x2 -3 d'ou f est paire et par suite (y'Oy) est un axe de symétrie
de (O).

149



b. Variations et extremums de f

f est une fonction polyndme elle est alors définie, continue et dérivable sur IR, étant
paire, il suffit de 1'étudier sur IR+

° lim f(x)= lim x* =4 X -0 1 +00
fi(x) O - 0 +
Pour tout X € IR+, f'x) = 4x3 —4x = 4x(x—1) (x+1) 3 o0

W S~

maximum local en 0 qui est -3 et un minimum global en 1 et en —1( par raison de symétrie

La fonction f présente trois extremums locaux, un

par rapport a (y'Oy)) qui est —4.

c. Points d'inflexion de (C)

f' est dérivable sur IR et pour tout x € IR, f"(x) = 12x2 — 4 = 12( x2 —% )

f" s'annule en changeant de signe en ﬁ et en —g .Les points d'inflexion de (C) sont
3
I(? — % ) et son symétrique par rapport a I'axe (y'Oy) le point J (—? — %)

d. Tangentesa (C)enletenJ

* L'équation de la tangente T; a (C) en |

NENRCNIEN

est y= 1”(—)( ——) f(

V308 -
Tiiy=-8—x—-— 48 2 8
1y 9 3
¢ La tangente T, a (C) en J est la droite symétrique
308
Tyiy= 8~ x— =
2= 09 RT3

e. Branches infinies et courbe (C)

La courbe (C) admet deux branches infinies.

. f(X) 4 4
lim —

m (X)= lim (x')=—ecet lim T Jim (X)= lim (x*) = +o
X=-= X X —ee X X X=-e X X= =
Les branches infinies de la courbe (C) sont des branches paraboliques de direction celle de
I'axe (y'Oy).
Remarque On représente la restriction de f sur IR+ et par considération de symétrie par rap-
port a (y'Oy) on en déduit la courbe (C).
2) x'Ox) N (©C)
Graphiquement
Cette intersection est approchée aux points A(1.7 , 0) et son symétrique par rapport a 1'axe
(y'Oy).
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Par le calcul

Mxy)e (X0x) N (C) & {X 2=y e {(X +D(x*=3)=0

y:O y=0

D'ou (x'Ox) N (C)={ A(\/g,O), Al(- NE) 0)}
(y'Oy) N (C)

Graphiquement

Cette intersection est le point G(0 , -3)
Par le calcul

M(x,y) € (yOy) N (C) & {" 2xS3=y {"zo

x=0 y=-3
D'ou (y'Oy) n (C)={G(0,-3)}

Auto évaluation

1. On considere la fonction f définie sur IR par f(x) = x* +x2 +1; (C) sa courbe représentative
dans un repere orthogonal (O, T , ;)
1) a. Etudier les variations de f.
b. Vérifier que f est paire. Donner ses extremums.
c. (C) admet-elle des points d'inflexion ?
d. Déterminer la tangente a (C) au point d'abscisse 1.
e.Etudier les branches infinies de (C) et tracer la.
2) Donner, graphiquement, l'intersection de la courbe (C) avec la droite d'équation y = 3.

Retrouver, par le calcul, cette intersection.

1 1
2. On considere la fonction f définie sur IR par f(x) =- ZX4+ Exz -

(C) sa courbe représentative dans un repere orthogonal (O, i , }) .
1) a. Etudier les variations de f.
b. Vérifier que f est paire. Donner ses extremums.
2) Soit g la restriction de f sur IR+; (C') sa courbe représentative dans le repere (O, T , ;)
a. Montrer que (C') admet un point d'inflexion I qu'on déterminera.
b. Déterminer la tangente a (C') en 1.
c. Etudier la branche infinie de (C') et tracer la.

d. Tracer alors la courbe (C).
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3. La courbe représentative (C) ci-contre, est
celle d'une fonction polyndme bicarrée définie
par

f(x) = ax* +bx2 +c (ou a, b et ¢ sont trois réels
donnés).

1) Utiliser le graphique pour :

a. Dresser le tableau de variations de f et déter-
miner l'axe de symétrie et les points d'inflexion
de sa courbe (C).

b. Déterminer les intersections de (C) avec les
axes du repere.

2) Retrouver les coefficients a, b et c.
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A I’occasion d’une féte, deux boutiques qui vendent les mé€mes articles ont offert a leurs

clients des remises, ces remises sont décrites comme suit :

Remise de la boutique 1 Remise de la boutique 2

* 10 % si I’achat est au plus égal a 50 d
* 10 % si I’achat est au plus égal a 50 d * Si I’achat dépasse 50 dinars, la remise est
* 15 % si I’achat dépasse 50 d de 10 % sur les premier 50 d ajoutée a 20
% de ce qui reste.

1) Modéliser chaque situation par une fonction exprimant la somme a payer en fonction du
prix fixé avant la remise, ce prix étant au plus égal a 120 dinars.

2) Tracer dans un repere convenablement choisi, les courbes des deux fonctions ainsi défi-
nies.

3) a.Que paye un client voulant acheter de la premiere boutique un article de 50d ? de 52d ?

b. Que paye un client voulant acheter de la deuxieéme boutique un article de 50 d ? de
52d7?

4) L’une des deux remises n’est pas raisonnable, laquelle ?

On dispose d'une feuille de carton rectangulaire X
e

de 80 cm de longueur et de 50 cm de largeur, avec

laquelle on veut fabriquer une boite sans couvercle et

ayant la forme d'un parallélépipede rectangle.

Pour cela, on découpe dans la feuille quatre carrés D C

isométriques aux quatre coins puis on plie le carton
suivant les segments [AB], [BC], [CD] et [DA]. On désigne par x la mesure (en cm) du coté
de chaque carré découpé.

1) Préciser les valeurs entre lesquelles peut varier x pour que la boite soit réalisable.

2) Montrer que le volume V (en cm?3) de la boite obtenue est défini en fonction de x par
V(x) = 4x3- 260x2 + 4000x.

3) a. Dresser le tableau de variation de la fonction V qui a x associe V(x).

b.Construire la courbe représentative de la fonction V dans un repere orthogonal(O, i , }).

4) Quelle est la valeur de x qui rend le volume de la boite maximal ?
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Soit a un réel donné, on considere la fonction f, définie sur IR par
f, (x) = ax2-2ax +1.
(C,) sa courbe représentative dans un repere orthogonal (O, i , ;)
1) a. Tracer les courbes (Cy), (Cy) et (C3) al’aide d’un logiciel.
b. Que peut-on conjecturer sur les points communs aux courbes (C,) ?
2) Montrer que (C) N (Cy) est formée de deux points A et B qu'on précisera.
3) Vérifier que A et B appartiennent a toutes les courbes (C,).

On considére la fonction f définie sur IR par f(x) = x3 —x2 +2x +5.
(C) sa courbe représentative dans un repere orthogonal (O, i ) I )
1) a. Tracer la courbe (C) a I’aide d’un logiciel.
b. Vérifier graphiquement que (C ) coupe I'axe des abscisses en un seul point.
c. Préciser, a I’aide du logiciel les coordonnées de ce point d'intersection.
d. Donner un encadrement 210-2 prés de 1'unique zéro de f.
2) a. Vérifier que f est strictement croissante sur IR.
b. Quelle est 1'image de IR par f ?
c. En déduire que f admet un seul zéro a et que a € |-2,—1[
d. Utiliser un tableur pour remplir le tableau suivant :
X -2 -9 -18 -17 -16 -15 -14 -13 -12 -1, 1
f(x)

En déduire un encadrement de a a 10-1 prés.
3) A I’aide du méme tableur donner un encadrement de a a 102 prés.

On se propose de déterminer l'ensemble des points équidistants d'une droite et d'un
point extérieur a cette droite
1) Utiliser un logiciel de construction géométrique pour:
Faire apparaitre un repere orthonormé.
Placer le point F(0,1)
Tracer la droite A: y =—3
Placer sur A un point variable H
Tracer la médiatrice (D) du segment [FH].
Tracer la perpendiculaire (D') a A en H.
Appeler M le point d'intersection de (D) et (D).
Vérifier que MH = MF.
Faire varier H sur A
Observer le lieu (C) décrit par le point M.
2) Conjecturer sur la nature de (C)
3) Admettre la conjecture et trouver en s'appuyant sur le graphique 1'équation de la courbe (C).
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1) Soit la fonction affine f: x s 2x — /3

a. Tracer sa courbe représentative (D) dans un repere orthogonal (O, i ;)

b. Tracer dans le méme repere la courbe (y) de la fonction u : x = If(x)l

(On décrira l'obtention de (y) a partir de (D) )

2) Soit la fonction affine g: x +— -3x +4+/3 . Tracer sa courbe représentative (D') dans le méme
repere.

fi i 3
3) On définit sur IR la fonction h par h(x) = { (0 six <3

g(x) six = \/3

a. Tracer sa courbe représentative (C) dans le méme repere.
b. En déduire ses variations sur IR.
c. Etudier la continuité et la dérivabilité de hen /3 .

4) Hachurer la région du plan formée par les points de coordonnées (x,y) vérifiant:
y = Sup 2x — V3 3x +44/3)

Soit la fonction f définie sur IR par f(x) = x+E(x), E(x) désigne la partie entiere de x.
(C) sa courbe représentative dans un repere orthogonal(O, i , ;).

1) Soit k un entier relatif. Etudier la continuité de f en k.

2) Expliciter f(x) sur chacun des intervalles [-2 ,—1[ ,[-1 ,0[ [0, 1[ et [1 ,2[.

3) Construire la courbe (C)

4) a. Soit M(x , f(x)) un point de (C) et =i+ 23 un vecteur. Déterminer les coordonnées
du point M’ image de M par la translation de vecteur U,

b. En déduire que la courbe (C) reste invariante par la translation de vecteur u .

Deux villes A et B sont distantes de 15 km. Un piéton part de A a 10 heures en direc-
tion de la ville B a la vitesse de 6 km/h, il se repose pendant 10 mn tous les 3km. On désigne
par f(t) la distance parcourue par le pi€ton apres un temps t.

1) Préciser les valeurs entre lesquelles peut varier t.

2) Expliciter f(t).

3) Construire la courbe (C) de f dans un repere orthogonal.

4) A quelle distance de la ville A se trouve le piéton a 10h 45mn ?.

5) Quel est le temps nécessaire pour que le piéton parcoure 11km ?
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n Résoudre, dans IR, les équations suivantes :

a.x2+x+i:0 b.x>-9=0 c.x’+2x-3=0 d. (x-2) =3-2x

e X'+Xx-6=0 £2x-x-3=0 o ZX*2_ h x-x-12=0
5-x
. x-Dx=-5+2x-10=0
Résoudre, dans IR, les équations suivantes :
a.2x+1) -32x+1)+2=0 b.i2—§—1:0 c. _22+L—5=0
X X x+1)" x+1

n 1) Résoudre, dans IR, I'équation t2 + t — 2 = 0.
2) a. Développer (x+l)2 .
X

) 1 1
b. Résoudre, dans IR, I'équation x*+ — +X+ — = 0 (On pourra poser t=x + l)
X X X

1) Résoudre, dans IR, 1'équation : x2 —4x + 3 =0.
3 4
x+1)  x+1

2) Déduire la résolution, dans IR, de 1'équation : +3=0.

n Soit, dans IR, I’équation x2 -2 x — /2 = 0. On désigne par X, et X, les solutions de

cette équation. Sans calculer x; et x,, donner la valeur de chacune des expressions suivantes :

X X +1 X, +1
A=x+x; B= 2Lt +2 (C==- 1+ 2 1
X2+ X1+

n Factoriser les expressions suivantes :

a. AX)=x2-7x -8 b.B(x)=5x2+x-4 c.C(x)=4x2-17x+4

Résoudre, dans IR, les inéquations suivantes :

a.x2—-1=0 b.x2—-4x+4<0 c.x2-6x+5>0 d.x2—-x+1<0
e. 2x2 + x— 6 < 0 £2x-22>5-3x gl-_1 <0
(x-1)*
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On considere les fonctions f et g définies sur IR par: f(x) = x2-3x -3 et g(x)= 12x-3I .

(C) et (C') leurs courbes représentatives respectives dans un repere orthogonal.

1) Tracer, dans le méme repere, la parabole (C) et la courbe (C').

2) Déterminer, graphiquement, les points d'intersection des courbes (C) et (C')

3) Retrouver, par le calcul, (C)N(C").

4) Hachurer la région du plan formée par les points de coordonnées (X,y) tels que
x2-3x -3 =y =< 12x-3l.

On considere la fonction f définie sur IR par : f(x) = %xz —2x+1

(C) sa courbe représentative dans un repere orthogonal (O, i, j)

1) Déterminer I'axe de symétrie A et le sommet S de la parabole (C) puis tracer la.

2) Tracer avec une autre couleur la courbe (C') de la fonction g définie sur IR par :

gx) =1 %X2—2X+1| puis dresser le tableau de variations de g .

3) Montrer que la droite A est un axe de symétrie de la courbe (C').

4) Déterminer, graphiquement, les extremums de g.

y=<0

5) Colorier I'ensemble des points M(x,y) tels que
2y—x"+4x-2 =0

Soit la fonction f: x > x2 — 4Ix| + 2. On désigne par (C) sa courbe représentative de f
dans un repere orthogonal (O, i , J7)
1) Résoudre dans IR 1'équation : f(x) = 0.
2) Etudier la dérivabilité de f en x; = 0.
3) a. Dresser le tableau de variation de f.
b. Construire la courbe (C).
4) Soit a €]0,+%[— {2}. On désigne par A et B les points de (C) d'abscisses respectives a et —a.
a. Ecrire une équation de la tangente T a (C) en A.
b. Ecrire une équation de la tangente T, a (C) en B.

c. Montrer que T et T, se coupent en un point de l'axe (O, j ).

Soit la fonction f définie par : f(x) = x2 + 3x. On désigne par (C) la courbe
représentative de f dans un repere orthogonal (9§ | j)-
1) Construire la parabole (C).On note S son sommet.
2) Soit a un réel différent de (- i). On considere le point M de (C) d'abscisse a, M' le projeté
orthogonal de M sur la droite A: y = — 2— et N le milieu de [M’S].
a. Exprimer, en fonction de a, les coordonnées de M, M’ et N.
b. Montrer que (MN) est la tangente a (C) en M.
3) Déduire de (C) la courbe représentative de la fonction g: x > x2 + 3x +2.
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Un champ rectangulaire est tel que la mesure de la longueur est €gale a la mesure de
la largeur plus 15 m. On note x la largeur du champ ( x > 0)

1) Calculer en fonction de x, l'aire A(x) du champ.

2) Construire dans un repere orthogonal (O, i , }) la courbe représentative de la fonction
A ainsi définie.

3) Sachant que la superficie du champ est égale a 700 m2, calculer la longueur et la largeur
du champ.

Des démographes ont établi que le nombre d'habitants d'une ville dans x années est
décrit par la fonction P définie sur [1990, 2020] par
P(x) = (x-1990)2 — 40(x—1990) + 25000
1) Construire la courbe (C) de la fonction P dans un repére orthogonal (O, T , }) .
2) Quelle est actuellement la population de la ville ?
3) Quel serait le nombre d'habitants de la ville en 2020 ?
4) En quelle année la population de la ville sera-t-elle minimale ?

5) En quelle année la population de la ville comptera-t-elle plus de 25500 habitants?

Résoudre, dans IR, les équations suivantes:

a.x3-4x2+4x =0 b.x3-6x2+12x-8=0 C.3X+X—_3=X2
x+1
d. x3-x2-x+1=0 e. x(x2-1)+2-2x2=0 f.x3+64=0

Soit la fonction f définie par : f(x) = x3 — 3x2. On désigne par (C) sa courbe représen-
tative dans un repere orthogonal (O, i , })
1) a. Dresser le tableau de variation de f.
b. Déterminer le point d'inflexion I de (C).
c. Montrer que I est un centre de symétrie de (C).
2) Construire la courbe (C).
3) Soit la fonction g définie sur IR par g(x) = Ix—11(x2 — 2x — 2) — 2.
a. Montrer que la droite A : x = 1 est un axe de symétrie de la courbe (C’) de g.
b. Vérifier que si x € [1 , +%[ on a : g(x) = f(x).
¢. Déduire la courbe (C’) de la courbe (C)).

d. Déterminer, graphiquement, le nombre de solutions

x-1

de 1'équation : =x2 - 2x - 2 dans IR..

< x2

4) Résoudre, graphiquement, dans IRxIR le systeme
y—x3+3x2 > 0
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Soit la fonction f définie par : f(x) = —2x3 +9x2— 12x — 2. On désigne par (C) sa cour-
be représentative dans un repere orthogonal (O, i . I).
1) a.Dresser le tableau de variations de f.
b.Montrer que (C) admet un point d'inflexion I et que I est un centre de symétrie de (C).
Construire (C).
2) Soit la fonction g définie par g(x) = -2IxI3 + 9x2 — 12Ix|- 2.
a. Montrer que g est paire.
b. Déduire de (C), la courbe représentative (C’) de la fonction g.
c. Soit I'équation (E) : 2IxI? —9x2 + 12IxI+ 1 +a=0 (a € IR).
Déterminer graphiquement, les valeurs de a pour lesquelles 'équation (E) admet exactement

quatre solutions distinctes.

1) Tracer, dans un repére orthog onal (O, i ), la courbe (C) de la fonction

f définie sur [0,5] par f(x) = 2x3— 6x.

2) Une entreprise estime que le revenu mensuel pour les 5 années a venir, a compter
d'aujourd'hui exprimé en million de dinars, d'un produit est décrit par :

R(t) = 2(t3 — 3t) ol t désigne le nombre d'années.

a. Que peut-on dire du revenu de 1'entreprise dans la premicre année ?

Peut-on donner une explication ?

b. Quel est le taux de croissance du revenu entre O et 3 ans ?

c. A partir de quelle année 1'entreprise ne sera plus déficitaire dans la fabrication de ce

produit ?

La courbe représentative (C) ci-contre
est celle d'une fonction polyndme du troisieme
degré définie par f(x) = ax3+bx?+cx+d (ol a, b,
c et d sont quatre réels donnés).

1) Utiliser le graphique pour dresser le tableau
de variations de f et déterminer le centre de

symétrie et le point d'inflexion de (C).

2) Déterminer l'intersection de (C) avec les axes -5 -4 -3 2 -14] y 1 2 3 M 5 6
du repere . .

3) Déterminer alors les coefficients a, b, ¢ et d.

;

AN Lo =~ v e s oo N e
e
@]
32

' 1
o b
I T

4) Retrouver les résultats de la 1 question.
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Résoudre, dans IR, les équations suivantes :
a.x4-6x2+9=0 b.x4-2x2-8=0
c.x4-12x2=0 d.x2-1)2+1-x2=0 e. (x2+3)2=4 x4

Résoudre, dans IR, les inéquations suivantes :
a.x3—-x <0 b.x3-2x2+ x-2<0 c.2x3-3x2-5x <0

d.x4-16>0 e. x4+ x2-2<0 f.x4 2x241=0

1) Construire dans un repere orthonormé (O, i , J?) la parabole (P) d'équation
y=—-x2+1.
2) Soit I le point du plan de coordonnées (0, 3) et M le point de la parabole (P) d'abscisse x.
On note f(x) = 1 M2,
a. Montrer que pour tout x € IR, f(x) =x*+ 5 x2 + 4.
b. Construire, dans le repere (O, T , ;), la courbe représentative de la fonction f.

c. Déterminer la position de M sur (P) pour que la distance IM soit minimale.

On considere les deux fonctions f et g définies sur IR par : f(x) = x4 —x2
et g(x) = 2x3 -2x. On désigne par (C) et (C’) les courbes respectives des fonctions f et g dans
un repere orthogonal (O, i , I).

1) Etudier les variations de f et g.

2) Construire les courbes (C) et (C’).

3) Déterminer les points d’intersection des deux courbes (C) et (C).

4) Résoudre I’inéquation f(x) = g(x).

5) Résoudre, graphiquement, dans IRxIR 1'inéquation (y—f(x))(y—g(x)) < 0.

160



Equation du 2éme degré

Les Balyloniens
1800-1500 av.J.-C.

Les tablettes de cette époque conservent une foule d'informations, en particulier elles réve-
le une algebre déja tres développée et témoigne de la maitrise des Babyloniens a résoudre
des équations du second degré

Diophante
(4e siecle)

Diophante (4e siecle) poursuit les recherches des Babyloniens . Il aura une approche algé-
brique du probleme.

Al-kwarizmi
Vers 820-830

Vers 820-830, Al-Khwarizmi , membre de la communauté scientifique réunie autour du
calife al Mamoun, décrit, dans son traité d'algebre, des transformations algébriques per-
mettant de résoudre des équations du 2e degré

Les racines
négatives sont ignorées jus-
qu’au 16eme siecle

Suivant les idées développées par Stevin en 1585, Girard en 1629 donne des exemples d'é-
quations avec racines négatives. "Le négatif en géométrie indique une régression, alors que
le positif correspond a un avancement.". Il n'a d'ailleurs pas plus de scrupules avec les raci-
nes complexes.

Equation du 3éme degré

Ménachme
(375 a 325 av.J.-C., Gréce)

Les grecs ont résolu ces équations géométriquement, par intersection de coniques (ellip-
ses, paraboles et hyperboles). Le plus ancien des problemes du 3e degré remonterait a
Ménechme (375 a 325 av.J.-C.).

Archimede
(287-212 av.J.-C.)

Archimede (287-212 av.J.-C.) avait lui cherché a couper une sphere de rayon R par un
plan de facon que le rapport des volumes des 2 parties ait une valeur donnée k. Cela donne
une équation de degré 3.

Omar Khyyam Astronome et mathématicien, Omar Khayyam, dans son traité d'algebre (1074) étudie les
(1048-1131) équations du 3e degré a coefficients strictement positifs. 100 ans plus tard Sharaf ad Din
Sharaf ad Din at Tusi at Tusi classe les équations, non pas comme Omar Khayyam suivant le signe des coeffi-
(vers 1160) cients, mais suivant l'existence de racines strictement positives.
Scipio del Ferro (1465-1526), professeur a Bologne, découvre la résolution algébrique des
équations : (p,g>0) (il ne considere pas les coef. négatifs)
Scipio del ferro x3+px=q (1)
(1465-1526) x3 = px+q 2)
Niccolo Tartaglia X3 +q = px 3)

(1500-1557)
Jérome cardan
(1501-1576)

En 1535, Niccolo Tartaglia réussit a résoudre une trentaine de problemes de type (1), mais
il garde secrete sa méthode.

Par la suite, Jérome Cardan (1501-1576), lui arrache son secret (en 1939) et réussit a éten-
dre la méthode aux équations de type (2) et (3).

(Pour plus de précisions, cf. Le conflit Tartaglia-Cardan).

Euler (1707-1783)

Mais c'est Euler qui a éclairci la détermination des 3 racines dans un article en latin de
1732.

Equation du 4éme degré

Jérome Cardan
(1501-1576)
Lodovico Ferrari
(1522-1565).

Cardan donne une méthode au chapitre 39 de 1'Ars Magna. Il précise qu'elle a été trouvée
par son éleve Lodovico Ferrari.

Viete
(1540-1603 ,France)

Dans son texte de 1615, Francois Viete expose clairement la méthode de Ferrari.

Descartes
(1596-1650

Descartes expose aussi une autre méthode de résolution, par coefficients indéterminés.
xHpx2+qx+r = (x2+ax+b)(x2+cx+d)
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Etude de Fonctions 2 :

Exemples de Fonctions Rationnelles,
Irrationelles et Trigonométriques

PLAN DU CHAPITRE

: ax+tb
I) Fonctions du type x — o+d ' C*0

2
ax +bX+C’ad¢0
dx + e

lll) Fonctions du type x > vax+b ~ ,a#0

Il) Fonctions du type x

IV) Fonctions du type x> sin(ax+b) ou x — cos(ax+b)
Travaux pratiques
Avec l'outil informatique
Exercices et probléemes

Mathématiques et culture
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Etude de fonctions 2 :

exemples de fonctions rationnelles, irrationelles et trigonométriques

. ax+b
I.Fonctions du type x — =%

Activités préliminaires

1. On donne, dans un repere orthogonal (O, i , I) ,
les hyperboles H:y=2et H :y=-X=1
X X -3
1) a. Déterminer les asymptotes et le centre de symétrie de chacune des hyperboles H et H'.
b. Tracer les courbes H et H'.

2) Déterminer une translation qui transforme H en H'.

2. Soit ABC un triangle équilatéral de c6té 2 cm. M un point variable sur le segment [AB], N
le point de [AC) tel que (MC)//(BN) , on note AM = x et AN = f(x). Expliciter f(x) et tracer

la courbe représentative de la fonction f ainsi définie dans un repere orthonormé (O, i , j)

a, b, c et d étant quatre réels donnés avec ad-bc # 0 et ¢ # 0, on considere la fonction f

définie sur IR—{— d } par f(x) =% et (C) sa courbe représentative dans un repere
€

orthogonal du plan. On a :

* La fonction f est dérivable sur IR—{— % } et pour tout x € IR—{— % 1,

£ — ad — bc )
O e
* (C) est une hyperbole d’équation y = CE)‘(XIbd , d’asymptotes les droites d’équations

respectives X = —% ety =& et de centre de symétrie le point I(—% ,% ).
c

Exemple

1) Soit la fonction f définie sur IR—{-3} par f(x) = )2(X++31

(C) est sa courbe représentative dans un repere orthogonal (O, i , }).

a. Préciser le centre de symétrie I et les asymptotes de I'hyperbole (C).

b. Ecrire 1'équation de la tangente T a la courbe (C) au point A d'abscisse 2.
2) Ecrire I'équation de (C ) dans le repere (I, i),

3) Tracer la droite T et la courbe (C).
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|
Solution

1 a. Centre de symétrie I et asymptotes de I'hyperbole

* La courbe (C) admet une asymptote verticale d'équation x = -3 et une asymptote horizonta-
le d'équation y =2

* La courbe (C) est une hyperbole de centre de symétrie l'intersection des deux asymptotes,
soit I(-3,2)

On peut vérifier cela par le fait que pour tout x € IR—-{-3}, (6-x) EIR{-3} et f(—6—x)=4-1(x).
b. Tangente en A(2.1)

La tangente T a (C) au point A(2,1) a pour equatlon y ff 2)(x-2)+1,T:y % +%
2) Equation de lhyperbole (C) dans le repere (I 1 , J )
Si M(x,y) dans (O, i , et M(X,Y) dans (I i , i) ,onaIM=I0+OM par suite
X=x+3 et Y=y-2.
2x+1
MEC) & x €EIR-{3} ety 3 )

o (X ER*et Y42 = 2X3) +1
(X=3) +3
(XEIR*etY—‘S)

(C) a donc pour équation Y_ dans le repere (I i, ] )

3) Courbe (C)

A1A09 8 7 6 B ATB 2 [
T

Auto évaluation

1. 1) Tracer dans un repere orthogonal les courbes P et H d'équations respectives
y=x2-4x+2 et y :%
2) Utiliser le graphique précédent pour donner une valeur approchée de la

solution de I'équation x3 — 4x2+ 2x-3 = 0.

164



2. 1) Soit la fonction f définie sur IR—{2} par f(x) = x1_—2 S
(C) est sa courbe représentative dans un repere orthogonal (O, i, j) .
a. Donner le centre de symétrie I et les asymptotes de 1'hyperbole (C).
b. Ecrire 1'€quation de la tangente T a la courbe (C) au point A d'abscisse 3.
2) Ecrire I'équation de (C ) dans le repere (I, i , }) .
3) Tracer la droite T et la courbe (C) dans le repere (O, i , I).
4) a. Tracer dans le repere (O, T , ;) la courbe (C') de la fonction | f | .
b. Vérifier graphiquement que (C') admet un axe de symétrie. Justifier ce résultat.

3. 1) Soit la fonction f définie sur IR—{-2} par £(x) =&"2+6 :
X+ - o

(C) est sa courbe représentative dans un repere orthogonal (O, i, j).
Ecrire une équation de la tangente T a la courbe (C) au point A d'abscisse 0.
2) On désigne par I le centre de 1'hyperbole (C).
Ecrire une équation de I'image (C') de (C) par la translation de vecteur 10
3) Tracer la droite T, la courbe (C'") puis la courbe (C) dans le repere (O, i , ;).
4) a. Résoudre dans IR, I'inéquation f(x) > 0.
b. Vérifier graphiquement ce résultat.
5) Déterminer les intersections de (C) avec les axes du repere.

ax2 +bx + ¢

II. F ti du t -
onctions du type x X1

Exemple 1

x2—x + 1
) oL

(C) est sa courbe représentative dans un repere orthogonal(O, i, j) .

Soit la fonction f définie sur IR—{2} par f(x) =

1) Etudier les variations de f. Préciser ses extremums éventuels.

2) a. Vérifier que pour tout x € IR—{2}, f(x) = x +1+ 3

b. Montrer que la courbe (C) admet deux asymptotes dxor_lt2 on précisera les équations.
3) a. Montrer que le point d'intersection I des deux asymptotes est un centre de symétrie de
la courbe (C)
b. Ecrire 1'€quation de la tangente T a la courbe (C) au point A d'abscisse 1.
c. Tracer la droite T et la courbe (C) dans le repere (O, i , I ).
4) a. Ecrire 1'équation de (C ) dans le repere (I, T , f).

b. Retrouver le centre de symétie de la courbe (C).
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Solution

1) Variations de f

f est une fonction rationnelle; elle est alors définie, continue et dérivable sur IR—{2}.

x2—x + 1 x2

e lim f(x) = lim ( 5 ) = limT = lim(x)=—c e limf(x) =
X —> =% X — —0 X —> —00 X —> —00 X — 400
o lim f(x) = lim (—Xz“):—oo e lim f(x)=1lim & Xgl ) = 40

X—=2 x—2 X — 2+ X — 2+
2
—4x+1 —2—-43)(x—2++/3
Pour tout x € IR—{2}, fi(x)= x X2 =(X I)(X 5 \/7)
(x-2) (x-2)
X - 2-3 2 +3 400

f'(x) +

—2J_
f(x)
o / I \3 +2J‘/

f présente un maximum local en 2—+/3 qui est 323 et un minimum local en 2+/3 qui est

34243
_ (x+D(x—2)+3

2) a. Pour tout xe IR—{2}, x +1+ = f(x)
x—2 x—2
b. ¢ limf(x) =— etlim f(x) = + % donc (D) : x = 2 est une asymptote
X — 2 X — 2+

verticale de (C)
o lim (f(x)~(x+1))= lim 32=0 et lim (f(x)~(x+1))= lim 3 =0

X—>—00 X—>-0 X — X—>+00 Xx—>+0 X — 2

donc (A) : y = x+1 est une asymptote oblique de (C )

3) a.L'intersection des deux asymptotes est le point 1(2,3)
pour tout x € IR-{2}, on a bien

* (4—x) € IR-{2}
3 s 3 _
@2 27X X T¢I

Le point I est alors un centre de symétrie de (C)

° et f(4—x)= (4—x) + 1+

b. Tangente en A(1-1)

La tangente T a (C) au point A(1,-1) a pour I'équation y = f'(1)(x-1)-1, T: y = -2x +1
c. Courbe (C)
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4) a. Equation de la courbe (C) dans le repere (I, i ) I )
Si M(x,y) dans (O, ii)et M(X.Y) dans(I, i,j). ona IM=1I0+OM par suite
X=x-2et Y=y-3.
M E€(C =x 1+
O =y=x —)

o (Y43) = (X42) +14— 3
X +2) 2
=<Y=X +i
X

D'ou (C) :Y =X +% dans le repere (1, i , I) La fonction F: X = X + % est impaire.
b. I est alors un centre de symétrie de la courbe (C).

Exemple 2

Soit la fonction f définie sur IR—{3} par f(x) =%6;§'1 .

(C) est sa courbe représentative dans un repere orthogonal (O, i , ;).
c

- X

b. Etudier les variations de f. Vérifier qu'elle n'a pas d'extremums.

1) a. Ecrire f(x) sous la forme ax +b +

2) Montrer que la courbe (C) admet deux asymptotes dont une est oblique.

3) a. Montrer que le point d'intersection I des deux asymptotes est un centre de
symétrie de la courbe (C)
b. Ecrire 1'équation de la tangente T a la courbe (C) au point A d'abscisse 2.
c. Tracer la droite T et la courbe (C) dans le repere (O, T , ;) .

4) a. Résoudre, graphiquement, 1'inéquation f(x) +2x < 0 dans IR.

b. Vérifier ce résultat par un calcul numérique.
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Solution

2x2 —6x-1 -2x(3-x)-1 1
= =_Jx —

1) a. pour tout x € IR—{3}, f(x) = )
3—x 3—Xx 3—x

b. Variations de f

f est une fonction rationnelle; elle est alors définie, continue et dérivable sur son ensemble de

définition IR—{3}.

* lim f(x) = lim (-2x — ! Y=+4c0 . lim f(x) = —oo
X——o00 X—y—o00 3—x X—>+oo
. . | ) ) 1
e lim f(x) = lim (-2x - ) = —c0 « lim f(x) = lim (-2x — ) = toc
x—3" x—3" 3—x x—3" x—3" 3-x

Pour tout x € IR-{2}, f' (x) = -2 S S s i
(3 —x)?
f'(x)

f ne présente aucun extremum

-00 3
222 +0
1 =) \ \
2) Pour tout x € IR—{3}, f(x) = -2x — —— S

3-Xx

— 00

° lim f(x) =—% et lim f(x) = +% (D) : x = 3 est une asymptote verticale de (C )
X — 3- X — 3+

« lim (f(x)-(-2x))= lim - ! =0et lim (fx)~«(2x))= lim -

X—>—00 x—>-0 3—X X—>+00 X—>+o 3 —X

=0

donc (A) : y = —2x est une asymptote oblique de (C )
3) a.L'intersection des deux asymptotes est le point I(3,-6)
pour tout X € IR—-{3}, on a bien

* (6—x) € IR-{3}

« et f(6-x)= —2(6-x) — 3_(é—_x) =—1242x + 5 _1 — =12 ()

Le point I est alors un centre de symétrie de (C)

b. Tangente en A(2.-5)

La tangente T a (C) au point A(2,-5) a pour équation y = f'(2)(x-2)-5, T: y = -3x +1

c. Courbe (C)
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4) Inéquation (I) : f(x) +2x <0

Graphiquement

Les solutions de (I) sont les abscisses des points de (C) situés au dessous de 1'asymptote (D),
soit l'intervalle ]—0,3][.

Par le calcul, pour tout x € IR—{3}, on a:
1

f(x)+2x<0 @—2){—3 +2x <0
- X
1
o - T« <0
< X < 3.

L'ensemble des solutions de (I) est bien ]—o0 3].
1. Soit la fonction f définie sur IR* par f(x) =% .
(C) est sa courbe représentative dans un repere orthogonal (O, i ) ;) .
1) a. Ecrire f(x) sous la forme ax +b + % ol a, b et c sont trois réels que 1’on déterminera.
b. Etudier les variations de f puis déterminer ses extremums.
2) a. Vérifier que f est impaire, que peut-on dire de sa courbe (C) ?
b. Montrer que la courbe (C) admet deux asymptotes dont une est oblique.
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3) a. Ecrire une équation de la tangente T a la courbe (C) au point A d'abscisse 1.
b. Tracer la droite T et la courbe (C) dans le repere (O, T , }) .
4) a. Résoudre, graphiquement 1'équation f(x) = 2 dans IR.

b. Vérifier ce résultat par un calcul numérique.

2. Soit la fonction f définie sur IR—{3} par f(x) = 2x -5 + 3 1
(C) est sa courbe représentative dans un repere orthogonal (O, i, j)
1) Etudier les variations de f. Vérifier qu'elle n'a pas d'extremums.
2) a. Vérifier que la droite D : x = 3 est une asymptote verticale a la courbe (C).
b. Montrer que la droite ( A) : y = 2x =5 est une asymptote a (C).
3) a. Vérifier que f n'est ni paire ni impaire
b. Montrer que le point d'intersection I des deux asymptotes est un centre de
symétrie de la courbe (C).
c. Ecrire une équation de la tangente T a la courbe (C) au point A d'abscisse 0.
d. Tracer la droite T et la courbe (C) dans le repere (O, i , I).
4) a. Soit ( A') la droite perpendiculaire a (A) en I, représenter sur 'axe (x'Ox) les abscisses
des points de (C) pour lesquels cette courbe est au dessus de (A').

b. Déterminer ces réels par un calcul numérique.

III. Fonctions du type x H+ax+b
1. Résoudre dans IR les équations suivantes :

© x4l =+/2x -3

s 2x43=x 2

Cx 2 = x

cAxH2 =1

Activités de découverte

1) Soit la fonction f définie sur IR+ par f(x) =x. (C) est sa courbe
représentative dans un repere orthonormé (O, i, j ).

a. Etudier la dérivabilité de f en 0. Interpréter géométriquement le résultat.
b. Etudier les variations de f. Préciser la branche infinie de sa courbe représentative.
c. Ecrire 1'€quation de la tangente T a la courbe (C) au point A d'abscisse 1.

2) Tracer la droite T et la courbe (C) dans le repere (O, T , j).
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3. 1) Etudier les variations de la fonction f de IR vers IR telle que f(x) =v—x-3 .
2) Soit (C) la courbe représentative de la fonction f dans un repere orthonormé (O, T , ;).

a. Préciser la branche infinie de la courbe (C).

b. Vérifier que la courbe (C) admet une demi tangente verticale en A(-3,0).
c. Construire la courbe (C).

Exemple
Soit la fonction f définie sur [2,+%[ par f(x) =/x -2 .
(C) est sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O, i . f) .
1) a. Etudier la dérivabilité de f en 2. Interpréter géométriquement le résultat.
b. Etudier les variations de f.
2) a.Déterminer lim ~ Interpréter le résultat graphiquement.
b. Ecrire l'éql)ia?of{ Oée la tangente T a la courbe (C) au point A d'abscisse 3.
c. Tracer la droite T et la courbe (C) dans le repere (O, i , I).
3) a. Tracer la courbe (P) d'équation y = x2+2 et x = 0.

b. Que peut-on conjecturer sur la relation entre (P) et (C) ?
c. Prouver cette conjecture.

Solution
1) a. f est définie et continue sur [2,+[ et dérivable sur ]2,+[

Dérivabilité a droite en 2

: f(x)-f(2 . Ax2 :
lim (M )= lim Y2~ lim = +oo f n'est pas dérivable a droite en 2
x—2" x-2 x=2" X2 x—=2" Jx-2

et (C) admet une demi tangente verticale au point A(2,0)

b. P €2l £1(x) =—— >0 1 =
. Pour tout x Ao f'X) =T~ >
2Vx-2 e [ +
lim f(x) = +%
+0
0
) a. lim f)=+wet Lim 1® = lim Y220 pm L2
X—>+00 X—>+o0 X X400 X x>t | X X

donc la courbe (C) admet une branche parabolique de direction celle de 1'axe des abscisses au
voisinage de +».
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e
b. Tangente en A(3,1)
La tangente T a (C) au point A(3,1) a pour équation y = f'(3)(x-3)+1, T:y = % X — %
c. (Voir graphique)
3) a.(Voir graphique)
b. Conjecture sur la relation entre P et (C)
L'image de (C ) par la symétrie S , d'axe A : y = x est incluse dans P
c. Soit M(x,y) un point du plan, M'(x',y') =Sy(M) ona (x' =y et y' =X)
MEC) = (x=2et y=vx-2)
= (y2=x-2ety=0)
=(x=y2 +2et y=0)
= (y'=x2+2etx'20)
= M'e P

Par suite S,(C) est incluse dans P.

Auto évaluation

1. Soit la fonction f définie sur ]—oo, 1[ par f(x) = v3-3x .
(C) est sa courbe représentative dans un repere orthogonal (O, Y , }) .
1) a. Etudier la dérivabilité de f en 1. Interpréter géométriquement le résultat.

b. Etudier les variations de f.
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2) a. Déterminer lim @ Interpréter le résultat graphiquement.

X
X — —0

b. Ecrire 1'€quation de la tangente T a la courbe (C) au point A d'abscisse 0.
c. Tracer la droite T et la courbe (C) dans le repere (O, T , ;) .
3) a. Tracer la droite (D) : y = — SIx+ J3
b. Résoudre, graphiquement puis par le calcul, I'inéquation J1-x >1-x dans IR.

2. Soit la fonction f de IR vers IR telle que f(x) = M .
(C) est sa courbe représentative dans un repere orthonormé (O, T , I) .
1) a. Donner l'ensemble de définition D de f . Etudier la dérivabilité de f sur D. Interpréter
géométriquement les résultats obtenus.
b. Etudier les variations de f.
2) a. Etudier la branche infinie de (C).
b. Ecrire 1'équation de la tangente T a la courbe (C) au point A d'abscisse %

c. Tracer la droite T et la courbe (C) dans le repere (O, T , }).

3) a. Montrer qu'un point M(X,y) appartient a (C) si et seulement si
(X% yz—% et y=0)
b. Conclure.

3. Soient les fonctions f et g définies respectivement sur [-2,4+[ et sur IR+ par
f(x) =v/x + 2 et g(x)= \/2x
(C) et (C) leurs courbes respectives dans un repere orthogonal (O, i J7) }
1) a. Etudier la dérivabilité de f en -2 et celle de g en 0. Interpréter géométriquement les
résultats.
b. Etudier les variations de f et de g.
2) a. Etudier la branche infinie de (C) et celle de (C").
b. Tracer les courbes (C) et (C') dans le repere (O, Y , f).

3) Résoudre, graphiquement puis par le calcul, I'inéquation f(x) > g(x) dans IR.
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IV. Fonctions du type x—sin(ax+b) ou x —» cos(ax+b)

1) Fonctions périodiques

Activités de découverte

1. 1) Expliquer la périodicité des mouvements suivants :
a. La rotation d'une aiguille d'une montre.
b. Le mouvement d'un pendule.
c. Le mouvement d'un solide suspendu a l'extrémité libre d'un ressort écarté de sa position
d'équilibre puis relaché.
d. La rotation de la terre autour du soleil.
2) Les contractions du muscle cardiaque résultent des stimulations électriques. Ces impulsions
produisent entre deux points du corps une différence de potentiel
qui est une fonction du temps. Un électrocardiogramme est la représentation graphique d'une
restriction de cette fonction.
De quoi dénote un électrocardiogramme non parfaitement périodique ?
3) Citer d'autres phénomenes périodiques.

2. 1) a. Remarquer que la fonction sinus vérifie: pour tout x € IR, sin( x+2m) = sinx
(On dit qu'elle est périodique sur IR et que 27 est une période)
b. Vérifier que la fonction cosinus est périodique sur IR et en donner une période.
2) On considere la fonction f: IR — IR
X — X — E(x)
a. Vérifier que la courbe (C) suivante est sa représentation graphique.

b. Prouver que f est périodique sur IR et que 1 est une période de f.
3. Montrer que les fonctions suivantes sont périodiques :
(on donnera deux périodes a chaque fonction)
a.f: R—1IR b. g: IR - 1R c.h:IR—{%+kn,k€Z}—>IR

X > sin(2x) X > cos (% X) X > tgx.
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___________________________________________________________________________________________________________________________________________________________|
4. Montrer que si un réel T est une période d'une fonction f, alors pour tout entier relatif non

nul k, kT est aussi une période de f.

Fonction périodique

* Une fonction f définie sur un ensemble D est dite périodique sur D s'il existe un
réel non nul T tel que pour tout x € D, x+T € D et f(x+T) = f(x).
Le réel T est dit période de f.

* Si T est une période de f sur D alors pour tout n €Z*, nT est une période de f sur D

* La plus petite période strlctement positive T,y de f sur D, si elle existe, est appelée

Tl

VAT

| T =
| 3] |
I

la période de f sur D.

A
Y

Auto évaluation
1. Le plan est rapporté a un repere orthogonal (O, i, }) .
La courbe (C) suivante est la représentation graphique d'une fonction f définie sur IR. Vérifier

que f est périodique sur IR et en donner une période.

7.

C)

G

2. Montrer que les fonctions suivantes sont périodiques et faire correspondre a chacune une

LS AN 2, @ s o o

période parmi les réels ch ,% ,m, 21 , Sm et 107,
a.f: R = 1R b.g: IR =-1R c. h:IR =-1R d. k:IR—=1R

X > sin(2x+3) X cos(—3x+%) X sin% X X cos(% x+1)
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3. Le plan est rapporté a un repere orthogonal (O, i , I ).

Construire une courbe (C) qui représente une fonction f périodique sur IR et de période 3.

2) Dérivabilité des fonctions trigonométriques

Activités de découverte

1. 1) On considére la fonction f: IR — IR
X > sinx

a. Recopier et compléter:

. . sin X
Que peut-on conjecturer sur lim —— ?
x—=0 X
c. Admettre cette conjecture. Montrer alors que f est dérivable en 0.

2) On considere la fonction g: IR — IR
. 1
X > sin( 2x ——3)

a. Recopier et compléter :

T T
)

b. Que peut-on conjecturer sur lim (
x—=0

»  On admet, plus généralement, que la fonction h : x > sin(ax+b) ou a et b sont des réels
donnés est dérivable sur IR, et que pour tout x € IR, f'(x) = a cos(ax+b)
c. Vérifier la conjecture.
2. On considere la fonction f: IR — IR ol a et b sont des réels donnés.
X = cos(ax+b)
1) Vérifier que pour tout x € IR, f(x) = sin(ax +b + %)
2) Montrer que f est dérivable sur IR et pour tout x € IR, f'(x) = —a sin(ax+b).
3) Etudier la dérivabilité de chacune des fonctions f: x > sinx , g: X > cosx

et h:x > tgx sur son ensemble de définition.
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3. Calculer les limites suivantes :

. sinx . sinax . 1l-cosx . 1l-cosx
lim — > lim @cIR), lim ——— > lim——
x—0 x—0 x—0 x—0 X

tgx tg ax

lim — €t lim (aeIR).

x—0 X x—0

Théoreme (admis) :

La fonction f : x > sin(ax+b) ol a et b sont des réels donnés est dérivable sur IR et pour
tout X € IR, f'(x) = a cos(ax+b).

En particulier:

La fonction sinus est dérivable sur IR et pour tout x € IR, sin'x = cosx

Conséquences :

¢ La fonction g : x > cos(ax+b) ou a et b sont des réels donnés est dérivable sur IR et pour
tout x € IR, g'(x) = —a sin(ax+b).

En particulier :

La fonction cosinus est dérivable sur IR et pour tout x € IR, cos'x = —sinx

* La fonction h : x > tgx est dérivable sur IR — { % + km ,k €Z} et pour tout

= IR—{%+kn KEZ)}

1
tg'x = 14+tg2x =
.g . g' _Ccos?x
Limites particulieres:
o lim SINX _ 4 o lim SiDaxX _ ,
x—=0 X x—=>0X
o lim Llcosx — o lim 1cosx _ 1
7
x—=07* x—0 " 2
o lim & =1 o lim &% =4
X X
x—0 x—0

Auto évaluation

1. Déterminer la fonction dérivée de chacune des fonctions suivantes :
f:xt>sindx  g: x> sin(B3x+4) h: x> cos(-2x+2)  k: X > X— sin?x +cos2x.

2. Méme question pour les fonctions:

COS X sin2x
G:x H: x— :

F: x> - - _
COS X sin X 1-sin x 1-2cos x

3. Dans chacun des cas suivants, étudier la limite éventuelle de la fonction f en O.

tgx 1 - cosx sin 7x COSX
w X —— ViX . TX DX
sinx X sinx tg 5x X

177



3) Exemples de fonctions du type x> sin(ax+b) ou x> cos(ax+b)
Activités préliminaires

1. 1) Résoudre dans ]-mt] puis dan IR, les équations :
3

°sinx=0 e cosx=0 esinx=——— ccosX=— L
2 2
2) Résoudre dans IR puis dans ]—% , % ] les équations :
. _ 2 _ . _1
e sin2x=— o cos(-2x 2)—7
2. 1) Résoudre dans ]-rt,t] puis dans IR, les inéquations :
°sin x>0 °cosx>0 o sinx<—7 ] cosxz\/zg
2) Résoudre dans ]—% s %], les inéquations : ° sin(2x+ %) >0 e cos(—2x+%E )<0
3) Résoudre dans [0, 6xt[, les inéquations : ] sin(-% x-% )>0 - cos(%x +m) =0

Activités de découverte

3. Soit la fonction f définie sur IR par f(x) = sin(ax + b) ou a € IR* et b € IR.
On se propose de démontrer que f est périodique et que la période de f est 2n
1) Soit T est une période de f. lal
a. En calculant £(0), f(T), f(%) et f(% +T), montrer que l'on a :
sin(aT + b) = sinb et cos(aT + b) = cosb

b. Montrer que T = 221(—“ ouke”Z*.
a

c. En déduire que zl_nl est la période de f.
a

2) Montrer, de facon analogue, que zlil est la période de la fonction g définie sur IR par
a

g(x) =cos(ax + b)onaEe IR* et b € IR.

4. On se propose de tracer les courbes représentatives respectives (C) et (C') des fonctions f
et g définies sur IR par f(x) = sinx et g(x) = cosx.
1) a. Remarquer qu'il suffit d'étudier la fonction f sur [0, Z].
b. Etudier les variations de f sur [0, &]. 2
c. Ecrire une équation de la tangente T a la courbe (C) au point O d'abscisse 0.

d. Tracer la courbe (C) de la fonction f dans un repere orthogonal

(on expliquera les différentes étapes de la construction).
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2) a. Remarquer qu'il suffit d'étudier la fonction g sur [0, %].
b. Etudier les variations de g sur [0,% ].
c. Ecrire une équation de la tangente T' a la courbe (C') au point I d'abscisse 2 .
d. Tracer la courbe (C') de la fonction g dans un autre repere orthogonal

(on expliquera les différentes étapes de la construction).

Exemple
Soit la fonction f définie sur IR par f(x) = sin(2x— -%“)
1) a. Montrer que f est périodique et que st est une période de f.
b. Montrer que f' s'annule sur [0,t] en % eten %‘ .
c. Etudier les variations de f sur [0,r].
2) Tracer la courbe (C), représentative de f, dans un repere orthogonal (O, i , }).
3) Utiliser le graphique pour donner le nombre de solutions de 1'équation
f(x) = - %— dans [- 7, 2 7]
Solution
1) a. Pour tout x € IR, f(x+m) = sin(2(x+ —%)) = sin(2x —3%6 ) = f(x) d'ou f est périodique
et 7t est une période de f sur IR, il suffit alors de 1'étudier sur [0,r].

b. Pour tout x € IR, f(x) = 2cos(2x—3zn).
(P =0etx €[0.]) = (x =) ou (x=2)

c. Tableau de variations de f sur [0.x].
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2) Courbe représentative de la fonction f

11 (C): y = sin(2x-311/4)

AR
VD VARV

3) L'équation (f(x) = ——]2— ) admet, dans [T, 27t], six solutions.

Auto évaluation

1. Soit la fonction f définie sur IR par f(x) = cos(—%x + 1)

1) a. Montrer que f est périodique et que 4 est une période de f.
b. Résoudre, dans IR puis dans [0.4], I'équation (E) : sin(%) =0.
c. Etudier les variations de f sur [0 4.
2) Tracer la courbe (C), représentative de f, dans un repere orthogonal (O, i , ;) :

3) Utiliser le graphique pour étudier le signe de f sur [0.4mr].

2. Soit la fonction g définie sur IR par g(x) = cos(3x+m)+ sin(3x)
1) a. Montrer que pour tout x € IR, g(x) =2 sin(3x—% )
b. Montrer que g est périodique et que 2?“ est une période de g.
c. Etudier les variations de g sur [—% % ].
2) Tracer la courbe (C'), représentative de g, dans un repere orthogonal (O, i, j ).

3) Donner les intersections de (C') avec les axes de coordonnées.
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Travaux pratiques

A. 1) Etudier les variations de la fonction f: IR — IR.
t—t+1 +

_1_
t—2"°
2) Soit (C) la courbe représentative de f dans un repere orthogonal (O, Y , j)
a. Déterminer les asymptotes de la courbe (C).
b. Tracer la courbe (C).
B. Un mobile se déplace sur un axe (A) d’origine I son abscisse x(t) a I’instant t est

x(t)=t+1 + ‘[—LZ (t varie dans I'intervalle [0, 1,9]).

1) Utiliser la courbe (C) pour décrire la trajectoire du mobile sur 1’axe (A).

2) Soit A un point d’abscisse a, de ’axe (A) ou le mobile passe deux fois aux instants t; ett, .

a. Montrer que t; t, —2(t; + t, ) + 3 =0 (On pourra utiliser la somme et le produit des solu-
tions d’une équation du second degré)

b. Retrouver alors, le point ol le mobile rebrousse chemin.

Le plan étant rapporté a un repére orthonormé (O, i, j) .

On considere 1'ensemble E des points M(x,y) tels que x2 —y2 = 1.
1) a. Vérifier que E n'est pas vide.
b. Montrer que si M(x,y) € E alors Ixl > 1.
c. Montrer que les axes des coordonnées sont des axes de symétrie de E.
d. Montrer que le point O est un centre de symétrie de E.

- d d - >
2) Soient les vecteurs u= i+ j et v=1- j

a. Montrer que (O, K , 7 est un repere orthogonal du plan.
b. Soit M un point du plan. On pose M(x,y) dans le repere (O, i , I) et M(X,Y) dans le
- >

repere (O, u, v ) Ecrire x et y en fonction de X et_¥._)

3) a. Ecrire une équation de E dans le repere(O, u , v ).
b. Quelle est la nature de E ?

Un point matériel est animé d'un mouvement rectiligne sinusoidal sur un axe
autour de la position x = 0.A l'instant t = 0, le mobile est situé a 1'origine et est animé d'une
vitesse de 0.4m. s~! dans le sens négatif.

La fréquence du mouvement est f = SHz.

1) Déterminer 1'équation horaire du mouvement.

2) Calculer la position et la vitesse du mobile a la date t = 2s.
3) Tracer, dans un repere convenablement choisi, la représentation graphique de ce mouve-
ment pendant les trois premicres secondes.
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Avec |'outil informatique

a, b, c et d étant quatre réels donnés tels que a # 0 et c# 0, on considere la

famille de fonctions f définies sur IR—{—d} par f (x) =ax + b + i 3
X

1) Construire a l'aide d'un logiciel et sur des reperes différents, les courbes de quatre

fonctions de la famille ci-dessus en choisissant des réels a, b, c et d vérifiant:
Da>0etc>0 2)a>0etc<0 3)a<0et ¢c>0 4)ya<0et c<O0
2) Par quoi est caractérisé chaque cas de figure ?

3) a. Définir la fonction dérivée de f.

b.Retrouver une justification de la réponse a la question 2).

On considere, dans un repere orthonormé du plan (O, i , }) , la courbe
(©) = {M(x.y) tels que (x*-y2)(y*—x2)=0,x € [-1,1], ety €[-1,1]} .
1) a. Construire la courbe ( T ) a I'aide d'un logiciel.
b. Donner les axes de symétrie de la courbe (T).
c. Remarquer que ( T) est la réunion de courbes de fonctions qu'on déterminera.
2) a. Construire, dans une autre page de travail et a 1'aide du méme logiciel, la courbe
représentative de la fonction f définie sur [0,1] par f(x) =/x

b. Retrouver la courbe ( T ),a I'aide de ce méme logiciel.
On se propose de déterminer 1'ensemble des points dont la valeur absolue de la

différence des distances a deux points donnés est constante.

a. Utiliser un logiciel de construction géométrique pour:
* Faire apparaitre un repere orthonormé.
* Placer les points F(-1,~1) et F'(3,3)
* Tracer les droites d'équations respectives x =1 ety =1.
* Tracer la droite (FF").
* Tracer le cercle () de centre F et de rayon 4
¢ Placer un point N variable sur ( C ).
* Tracer la médiatrice (A) du segment [F'N]
* Appeler M le point d'intersection de (A) et (NF).
* Vérifier que IMF'-MFI = 4.
* Faire varier N sur (C).
* Observer le lieu (H) décrit par le point M.
b. Conjecturer sur la nature de (H).

c. Admettre la conjecture et trouver, en s'appuyant sur le graphique, I'équation de la courbe (H).
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n Deux pendules P, et P, oscillant en méme temps font a tout instant t des écarts angu-
laires avec la verticale donnés respectivement par a(t) = 6¢os(0.3t +%) et a,(t) = 3sin (0.3t).
(a;(t) et a5(t) en degrés et t en secondes).

1) Tracer, a l'aide d'un logiciel et dans un repere convenablement choisi, les représentations
graphiques des fonctions t a;(t) et t> a,(t) sur l'intervalle [0,15].

2) Utiliser le graphique pour donner les dates t des 15 premieres secondes, pour lesquels les

pendules Py et P, font les mémes écarts avec la verticale.

Exercices et problemes

1) Construire dans un repere orthogonal (O, T , ;) la parabole (P)

d'équation y =%

x2 + 1 et I'hyperbole (H) d'équation y =% .
2) En déduire, graphiquement, que 1'équation % x3 + x — 1 = 0 admet une seule solution o
appartenant a l'intervalle ]0 , 1[.

3) Résoudre, dans IR, l'inéquation : f(x) > g(x).

1) Construire, dans un repere orthogonal(O, i ) I), I'hyperbole (H) d'équation

_ X+3
Y= x-1°
2) Soit M(x,y) un point de (H).Déterminer les coordonnées du point M' image du point M

par la symétrie centrale de centre Q2 (l ,%).
3) Déterminer 1'équation de la courbe (H') symétrique de (H) par rapport au point €.

Conclure.

On considere les fonctions f et g définies par : f(x) = (x + 1)2 et g(x) =

x+1
On note (C) et (C’) leurs courbes respectives dans un repere orthonormé (O, T , }).
1) Tracer les courbes (C) et (C’).
2) Résoudre, graphiquement, dans IR 1'inéquation f(x) = g(x).
3) Soit h la fonction définie sur IR par : h(x) = (x + 1) Ix +11.
Utiliser (C) pour construire la courbe représentative de h.
sup(g(x),h(x)) si x €]— ~1[
4) Soit la fonction k définie par : k(x) =
inf(g(x), h(x)) si x €]-1, +o[
a. Tracer la courbe (C") de k dans le méme repere.
b. Déduire le tableau de variation de k.

n Soit (H*) la branche de 1'hyperbole d'équation y = % (x>0)

o un réel strictement positif et M le point de (H*) d'abscisse o .
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1) Ecrire I'équation de la tangente T a (H*) en M.
2) a.Montrer que T coupe la demi droite [Ox) en un point A dont on donnera l'abscisse.

b. Préciser comment l'on peut construire la tangente a (H*) en un point M donné.

Le plan est muni d'un repere orthogonal(O, i }) . Une droite A variable pivote autour
du point A(3 , 2). A coupe I'hyperbole (H) d'équation y =%
en deux points P et Q. On désigne par I le milieu du segment [PQ].

1) Si A :y = ax + b. Déterminer les coordonnées des points P, Q et I.

2) Quel est I'ensemble des points I ?

2x + 4

n Soit la fonction f définie sur IR\{—1} par : f(x) = . On désigne par (H) la cour-

be représentative de f dans un repere orthogonal (O, i, j) .

-

1) Tracer la courbe (H) de la fonction f.
2) Soit (P) la parabole d'équation y = — x2 + 4.

a. Tracer la parabole (P).

b. Montrer que (H) et (P) ont trois points communs dont-on précisera les coordonnées.
3) Soit la fonction g définie par g(x) = sup(f(x), — x2 + 4)

a. Dresser le tableau de variation de g.

b. Discuter, suivant les valeurs du réel a , le nombre de solutions de I'équation g(x) = a.

Le plan est muni d'un repere orthonormé (O, i , j ) .On considere la fonction f définie

par : f(x) = 2:__11' six €] =, 0[ U[3 , +[
%Xz_x +1 sixe[0,3]

1) a. Montrer que f est dérivable en 0.
b. Ecrire une équation de la tangente a la courbe (C) de f au point d'abscisse 0.
2) Etudier la dérivabilité de f en 3.
3) Dresser le tableau de variation de f.
4) a. Préciser I'asymptote de (C).

b. Construire la courbe (C).
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n On donne, ci-contre, la courbe représentative (C) d'une fonction f dans un repere
orthonormé (0. i . j)
1) a. Déterminer, graphiquement les limites de f en 0+,
0-, —ceten + @

b. Préciser les asymptotes de (C). 27

c. Dresser le tableau de variation de f. [——

d. Déterminer, graphiquement, le nombre de — — 0 £

solutions de 1'équations f(x) = x.
2) On suppose que f(x) =ax +b + % ou a, b et ¢ sont 5

trois réels.

Déterminer les trois réels a, b et c.

3) Soit la fonction g définie par g(x) = f(Ixl).
a.Déduire de (C) la courbe représentative (C') de g.
b. Déterminer, graphiquement, le nombre de solu-

tions de 1'équation x2 + 1 = 3Ix|

n 1) Construire dans un repere orthogonal (O, i, j) , la courbe représentative (C) de la
3—x

X
2) Soient A et B les points de (C) d'abscisses respectives 1 et 3. Trouver une équation car-

tésienne de la droite (AB).

fonction f définie par : f(x) =

3) Une parallele quelconque a 1'axe (y'Oy) coupe la courbe (C) au point M et coupe la droi-
te (AB) en N. On désigne par P le milieu du segment [MN].

_x2
Montrer que les coordonnées x et y du point P vérifient la relation : y XX+ 3 .

—x2 +2x + 3 2x
4) Soit la fonction g définie sur IR* par : g(x) = B On désigne par (C') sa courbe
X

représentative.

a. Montrer que la droite A : y =— L X+ 1 estune asymptote de la courbe (C').Quelle est

l'autre asymptote de (C')? ?
b. Etudier les variations de g.
c. Construire la courbe (C') sur le méme repere que la courbe (C).
5) Déterminer les coordonnées des points P de (C') distinct de A tel que le triangle AMN

soit isocele de sommet principal A.

185



2 _
Soit la fonction f définie par : f(x) = % On désigne par (C) la courbe

représentative de f dans un repere orthogonal (O, i, }).

1) a. Vérifier que, pour tout x € IR{2},on a: f(x) =x + x%_z .
b. Préciser les asymptotes de (C).

c. Montrer que le point 1(2 , 2) est un centre de symétrie de (C).
2) a. Dresser le tableau de variation de f.

b. Construire (C).

3) Soit la fonction g définie par g(x) = ]X|X_2
a. Montrer que g est paire.
b. Vérifier que, pour tout x € IR+ —{2},0n a : g(x) = f(x) + 2.

c. Déduire de (C) la courbe représentative (C*) de g.

-2x2+5x  six<?2
Soit f la fonction définie sur IR par : f(x) X2 -5x + 8

x-1
On désigne par (C) la courbe représentative de f dans un repere orthogonal (O, i, j).

six=2

1) Montrer que f est dérivable en 2.

2) Dresser le tableau de variation de f.

3) Montrer que la droite A : y = x — 4 est une asymptote de la courbe (C) au voisinage de +.
4) a. Ecrire une équation de la tangente T a (C) au point d'abscisse 2.

b. Construire la tangente T et la courbe (C).

Soit la fonction f définie par : f(x) = )(24;-'1'4 . On désigne par (C) la courbe repré-
sentative de f dans un repere orthogonal (O, T , I))( )
1) a. Montrer que la droite D : y = x — 3 est une asymptote de (C).
b. Préciser l'autre asymptote de (C).
2) a. Dresser le tableau de variation de f.
b. Construire (C).
3) Soit la fonction g définie par : g(x) =4 + 1§—2le .
a. Montrer que g est paire.
b. Vérifier que, pour tout x € IR+{1}, on a : g(x) = — f(x).
c. Construire alors la courbe représentative de g.
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2
On donne les deux fonctions f et g définies par : f(x) = %4-13

On désigne par (C) et (C’) les courbes respectives des fonctions f et g dans un repere

et g(x) = x2-3x -3

orthogonal (O, i . J?) .

1) a. Déterminer deux réels a et b tels que, pour tout IR—{1}, on a f(x) = ax+b + C_

x —1

b. Etudier les variations de f.
c. Construire (C).
2) a. Déterminer les points d'intersection des deux courbes (C) et (C’).
b. Montrer que les deux courbes (C) et (C’) ont la méme tangente T au point d'abscisse 0.
c. Tracer la tangente T et la courbe (C’) dans le méme repere que celui de (C).

2
d. Résoudre, graphiquement, l'inéquation : - 1 x=3x-3

x=1 ~ x2+3
X2 +2x —7 six<-1
Soit la fonction  définie sur IR={1} par : f(x) ={ —
3 2 1 _
1) Etudier la continuité et la dérivabilité en — 1. X2 +x°+2 sixz-l

2) Montrer que la droite D : y = x + 5 est une asymptote de (C) au voisinage de —.
3) Dresser le tableau de variation de f.

4) Construire (C).

5) Soit A le point de coordonnées (1, 4).

Existe-t-il des tangentes a (C) passant par le point A ?

1Y Dans l'impression d'un livre on doit respecter sur chaque page des marges de 2cm a
gauche et a droite, de 3cm en haut et en bas. On désigne par x la mesure, en cm, de la largeur
d'une page entiere (x < 20) et par y la mesure de sa hauteur. L'aire totale de la page étant de
600 cm?2.

1) Exprimer la hauteur y de la page en fonction de x.

2) Montrer que l'aire A(x) de la surface imprimable est donnée par la relation :
2400

AX) = 624 - 6x -

3) Quelles doivent étre les dimensions d'une page du livre pour que: A(x) = 352 ¢cm? ?

2_
Soit la fonction f définie sur IR—{1} par f(x) :_XX _3’1‘ +1

(C) est sa courbe représentative dans un repere orthogonal (O, i, j).

c
X p—
2) a. Montrer que la courbe (C) admet deux asymptotes dont une est oblique.

1) Ecrire f(x) sous la forme ax +b +

b. Montrer que le point d’intersection I des deux asymptotes est un centre de symétrie de (C).
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3) a. Etudier les variations de f. Déterminer ses extremums.

b. Tracer la courbe (C) dans le repere (O, i, I ).
- - — — -

4) a. Soitu =i + j .Montrer que u et j sont deux vecteurs directeurs respectifs de
I’asymptote oblique et de 1’asymptote verticale.
——
b. Vérifier que (L,u,j) est un repére du plan.
c. Soit M un point de coordonnées (x,y) dans le repere (O, Y , ;) et de coordonnées (X,Y)
e
dans le repere (I,u,j) . Exprimer x et y en fonction de X et Y.
%
d. Ecrire I’équation de (C ) dans le repére (Lu, j) .
2
Soit la fonction f définie sur IR—{1} par f(x) = 2’; : f’x .

(C) est sa courbe représentative dans un repere orthogonal (O, i, j) .
c

x +1

2) a. Déterminer les asymptotes de la courbe (C) .

1) Ecrire f(x) sous la forme ax +b +

b. Montrer que le point d’intersection I des deux asymptotes est un centre de symétrie de (C).
3) a. Etudier les variations de f. Déterminer ses extremumes.

b. Tracer la courbe (C) dans le repere (O, Y , ;) .
4) Comment obtenir, a partir de (C) les courbes représentatives des fonctions g,

h et k définies par g(x) = If(x)l, h(x) = f(Ixl) et k(x) = —1+f(x—1) ? Tracer ces courbes.

Soit la fonction f définie par : f(x) = J9-2x On désigne par (C) la courbe représen-
tative de f dans un repere orthonormé (O, i , ;).
1) a. Déterminer l'ensemble de définition E de f.
b. Construire la courbe (C).
2) Soit le point A des coordonnées ( 4, 0) et M le point de (C) d'abscisse x. ( x € E)
On pose g(x) = AM.
a. Préciser 1'ensemble de définition de g.
b. Exprimer g(x) en fonction de x.
3) On désigne par (D) la courbe représentative de la fonction g.
a. Montrer que (C) et ( D) se rencontrent en un seul point B qu'on déterminera.

b. Montrer que ( D) est la tangente a (C) au point B.
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-x241 six€]-oo,1]

Soit f la fonction définie par : f(x) =
,X 1 X E [1 , + OO[

1) a. Etudier la dérivabilité de f en 1.

b. Dresser le tableau de variation de f.
2) Construire la courbe représentative (C) de f dans un repere orthogonal(Q, i , I).
3) Soit la fonction g définie par :g(x) = If(x)l

a. Déduire de (C) la courbe représentative (C’) de g.

b.Dresser le tableau de variation de g.

4) Résoudre, graphiquement, I'équation g(x) = —x — 1.

Soit (C) la courbe représentative de la fonction f définie par f(x) = 2+/x dans un
repere orthogonal (O, i , f).

Soit A le point de (C) de coordonnées (1 , 2). A tout réel x>0 et différent de 1, on associe le

point M de (C) d'abscisse x et on désigne par m(x) le coefficient directeur de la droite (A M).
1) Expliciter m(x).

2) Calculer lim m(x). Interpréter ce résultat.

X — 400

Chacune des fonctions f, g, h et k définies sur IR respectivement par :
f(x) = sin(6x), g(x) =2x-E(2x+1) , h(x) =cos(2nx+1) et k(x) :2sin(% X+7T) .

a au moins une période dans lI'ensemble E = {2, 6m, 1, % , =TT} .

Faire cette correspondance.

Montrer que chacune des fonctions suivantes est périodique sur IR et donner la période:

f: x > sin(-2x+m), g: X sin(%x—l), h: x> cos(mx) et k:x > cos(—+/2x)

Etudier le signe de f(x) sur [-mt,t] dans chacun des cas suivants :

a. f(x) = cos( x—?) b. f(x) = sin( x + %) c. f(x) =sin( x + 2775)

Résoudre dans [0,], chacune des inéquations suivantes :
. X | T . T
a.2sinx—+3 <0 b cos( + E) <0 c. 2sin(2x + g)— 1>0 d/2cos2x > 1
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On donne l'expression A(x) = 2sin2x + cosx — 1
1) Montrer que pour tout X € IR, A(x) = ( cosx — 1)(— 2cosx — 1)
2) Déterminer le signe de A(x) sur [0, 2].

Dans chacun des cas suivants, préciser 1'ensemble sur lequel f est dérivable et détermi-

ner sa fonction dérivée f'.

a/ f(x) =cos2x b/ f(x) = sin(%—3x) o/ f(x) =sin’x  d/ f(x) = cos’x

e) f(x) = sinx.cos(5x — %) f) f(x) = tg*(2x + %)

1) a. Montrer que pour tout x € IR, cosx + J3 sinx = 2cos(x —%).
b. Déterminer le signe du réel cosx ++/3 sinx sur [0,27].
2) Soit la fonction f définie sur [0,25] par f(x) = sinx — J3 cosx
a. Calculer f '(x).

b. Dresser le tableau de variation de f sur [0,27].

4.8  Etudier la limite éventuelle de la fonction f en 0 dans chacun des cas suivants :
2

2. f(x) = 1 - cos2x b. f(x) = 1- cgst ¢ f(x)= 1- .cosx dflx) = 1- c;)s X
X Xsinx X
.2 . .
- - + -
e.f(x) = sin“x - sin2x £ fx) = C0s2X .ZCOSX 1 o f(x) = sinx h. f(x) = cosx -1
X sin2x cos2x - 1 sin’x

Soit la fonction f définie par : f(x) = —2cos(2x — %). On désigne par ( C ) sa courbe
représentative dans un repere orthonormé (O, i, j).
1) a. Montrer qu'il suffit d'étudier f sur [0,r].
b. Montrer que pour tout entier k le point Ik(% +km, 0) est un centre de symétrie de ( C ).
c. Montrer que les droites Dy : x :1—“2 + kot sont des axes de symétries de ( C ).

2) a. Dresser le tableau de variation de f sur [0,x].
b. Tracer la courbe de la restriction de f a l'intervalle [-m,x].
Soit la fonction f définie sur IR par f(t) = sin(wt + @) ot w EIR*, et @ € [0, %].

1) Déterminer les deux réels w et @ pour que la période de f soit égale a i et que f(0) soit

sgale a L
égale a3
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2) Etudier la fonction f obtenue et tracer sa courbe représentative dans le plan rapporté a un

repere orthonormé (O, i, j)

Un triangle ABC, isocele de sommet principal A, est inscrit dans un cercle de centre O
et de rayon 1. Soit H le projeté orthogonal de A sur [BC].
On désigne par x une mesure de I'angle HOC , on suppose que 0 < x s%.
1) a. Exprimer BC et AH en fonction de x.
b. Montrer que 1'aire du triangle ABC est égale a sinx.(1 + cosx).
2) On considere la fonction f définie par : f(x) = sinx.(1 + cosx) avec 0 < x < %
a. Calculer f' (x).
b. Vérifier que f' (x) = 2cos?x + cosx — 1.

c. Dresser le tableau de variation de f.

3) a. Montrer qu'il existe une valeur x, de x que 'on déterminera pour laquelle l'aire du

triangle ABC est maximale.

b. Quelle est la nature du triangle ABC pour la valeur x,, ?

32 L'équation horaire du mouvement d'un oscillateur mécanique rectiligne est donnée par

la relation : x(t) = 3cos(2t +%) avec x(t)encmettens.
1) Déterminer la période et la fréquence des oscillations.
2) Exprimer la vitesse et 1'accélération de 1'oscillateur en fonction de t.
3) Calculer la vitesse et I'élongation aux datest=0s ett=4s.

4) Tracer, dans un repere convenablement choisi, la représentation graphique de la

fonction t +— x(t) sur l'intervalle [0,10].
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Mathématiques et culture

Savoir plus sur les tangentes
Evangelista Torricelli (1608-1647) fut un mathématicien
et physicien disciple de Galilée. Il donne une méthode pour
construire une tangente a une courbe C en un point B
quelconque de cette courbe.
«Qu’on prenne ED égale a la longueur DO multipliée par
I’exposant de la parabole, donc quatre fois dans le cas
présent et la ligne qui joint E et B sera la tangente... »
Réflexion sur le texte :
Vérifier la méthode dans le cas ot p =4, puis dans le cas ou p est un entier naturel quelconque.
Généraliser cette méthode au cas ou p est un entier négatif.
Savoir plus sur les équations
Omar Khayyam (1048-1123) poete et mathématicien
perse résout géométriquement les équations du 3eme degré.
L’équation x3 =3 x + 1 devient x2 —3 =—".
et les solutions sont les abscisses des points d’intersection
d'une parabole et d'une hyperbole.
Savoir plus sur la trigonométrie

Trigonométrie, branche des mathématiques qui traite des relations entre les cotés et les
angles des triangles, et des propriétés des fonctions trigonométriques. On distingue la trigono-
métrie plane, qui étudie les triangles du plan, et la trigonométrie sphérique, qui s’ intéresse aux
triangles situés sur la surface d’une sphere (triangles sphériques).
Autrefois, la trigonométrie était essentiellement utilisée en navigation, en topographie et en
astronomie, ou elle servait notamment a calculer des distances non directement mesurables,
telles que la largeur d’un grand lac ou la distance entre la Terre et la Lune. Aujourd’hui, on
I’emploie dans tous les domaines de la physique, en particulier dans 1’étude des phénomenes
périodiques tels que les vibrations du son ou les courants alternatifs. Les fonctions trigonomé-
triques jouent aussi un grand role en analyse mathématique.

C’est en Egypte et en Mésopotamie que nait la trigonométrie plus de deux mille ans avant
notre ere. Elle y est, en effet, utilisée par les astronomes et les ingénieurs, notamment dans la
construction des pyramides égyptiennes. Elle se développe ensuite chez les Grecs au Ile siecle
av.J.-C., a I'initiative d’Hipparque d’ Alexandrie qui calcule pour un angle donné la longueur
de la corde sous-tendue. Trois cents ans plus tard, Ptolémée publie dans son manuel astrono-
mique 1I’Almageste la premicre table trigonométrique de 1’histoire, pour des angles compris
entre 0° et 180°, par intervalle de 0,75°. Parallelement aux travaux de Ptolémée, les Indiens
élaborent un autre systéme trigonométrique qui introduit un parametre se rapprochant du sinus
actuel.

S’inspirant des trigonométries grecque et indienne, les mathématiciens arabes définissent
les six lignes trigonométriques a la fin du Xe siecle. Ces résultats, qui sont retranscrits par 1’as-
tronome Nasir Ala-Din al-Tusi dans son traité du quadrilatére complet, ne seront connus des
européens qu’au XVe siecle, grace a I’astronome et mathématicien allemand Regiomontanus.
Un siecle plus tard, I’astronome allemand Rheticus définit le sinus sous sa forme actuelle et le
mathématicien frangais Viete introduit les coordonnées polaires en trigonométrie sphérique.
Au XVIlIe siecle, Euler établit les relations entre exponentielles complexes et fonctions trigo-
nométriques, ces dernieres pouvant étre, des lors, considérées comme des cas particuliers d’ex-
ponentielles.
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Deuxieme partie

PLAN DU CHAPITRE

l. Angles géométriques.

Il. Arcs orientés.

lll. Cosinus et sinus d'un réel

IV. Tangente d'un réel
Travaux pratiques
Avec l'outil informatique
Exercices et probléemes

Mathématiques et culture
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Trigonométrie 0

I. Angles géométriques

Activités préliminaires

1. 1) Un angle donné est de mesure a en radians, b en degrés et ¢ en grades.
Etablir les relations entre a, b et c.
2) Application : Donner, en radians puis en grades, la
mesure d'un angle géométrique si celle-ci est de 40
degrés. B_

2. Soit & un cercle de centre O et de rayon R.

A, B et E trois points distincts du cercle?’, o 'angle au

centre qui intercepte l'arc géométrique d'extrémités A et B A
qui contient E. On note L la longueur de cet arc.

a. Déterminer L pour oo = 7 et pour o0 = 25 .

b. Plus généralement, montrer que L = aR

Formules de conversion

Si a, b et ¢ sont les mesures respectives en radians, en degrés et en grades d'un angle

p a
donné alors on a : — =L S

T 180 200

Longueur d'un arc

Soit & un cercle de centre O et de rayon R. B
A et B deux points du cercle & tels que AOB = a radians <
comme l'indique la figure ci-contre. A

La longueur L de 1'arc géométrique intercepté par 1'angle o
est L = Ra..

Cas particulier : pour R=1,L =a.

Auto évaluation

1. Répondre par vrai ou faux.
1) La longueur d'un arc de cercle triple lorsque le rayon de ce cercle triple.
2) La somme des mesures des angles d'un quadrilatere convexe est égale a 360°.
3) Un triangle rectangle peut avoir un angle mesurant 92 grades.
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2. Soit # un cercle de centre O et de rayon 2. ABCDEF est un hexagone régulier
inscrit dans%’. Calculer la longueur de chacun des arcs géométriques suivants :
a. L'arc d'extrémités A et C et qui contient B.
b. L'arc d'extrémités A et C et qui ne contient pas B.
c. L'arc d'extrémités E et C et qui contient F.
d. L'arc d'extrémités E et C et qui contient D.

II. Arcs orientés.

Activités de découverte

1. Soient # un cercle de rayon 1, A un point de & et L un réel appartenant -

210, 2n. .

a. Placer sur & les points M tels que l'arc géométrique d'extrémités % \
A et M soit de longueur L. Vérifier qu'il y'en a deux.

b. Vérifier que si l'on fixe, a partir de A, un sens de parcours sur @ , un
point M et un seul convient.

» -« Le sens contraire de celui dans lequel tournent les aiguilles d'une montre est appelé sens
direct.

Orienter le plan c'est choisir un méme sens de parcours pour tous les cercles.

Un cercle trigonométrique est un cercle de rayon 1 dont le sens de parcours choisi est le
sens direct.

Z

2. Soit # un cercle trigonométrique. A, B et E E

trois points distincts appartenant 4%

Soit L la longueur de 1'arc géométrique d'extrémités A et B et qui contient E
» L'arc géométrique d'extrémités A et B et qui contient E est parcouru dans
le sens direct, il est dit arc orienté et on le note AR .

1) Déterminer la longueur de 1'arc géométrique d'extrémités A et B et qui ne contient pas E.
2) On considére un mobile M se déplagant sur & toujours dans le méme sens et allant de A
vers B et on convient que la mesure | du trajet parcouru est égale a :
La longueur du trajet parcouru, si M se déplace dans le sens direct.
L'opposé de la longueur du trajet parcouru, si M se déplace dans le sens contraire.
a. On suppose que M se déplace dans le sens direct :
Déterminer 1 dans le cas ou M atteint B
Pour la premiere fois.
Pour la deuxieme fois.
Pour la ki®me fois (k € IN*).
b. On suppose que M se déplace dans le sens indirect :
Déterminer 1 dans le cas ou M atteint B
Pour la premiere fois.

Pour la dquxiéme fois.
Pour la k¢™€ fois (k € IN*).

B
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—
»Tout réel L + 2k w ou k €EZ est appelé mesure de l'arc orienté AB et on le note mes (AB)

3. On considere quatre réels a, b, x et y.
1) Vérifier que six =a+2kn, k€ Z ety =a +2k'n, k' € 7 alors x-y =2k"n, k"€ Z .
»Si x-y = 2k, k € Z , on dit que "x est congru a y modulo 2w " et on note x =y [2m]
2) Vérifier que si (x = a [2wt] et y = b [2m] ) alors (x+y) = (a+b) [27]
3) a étant un réel donné.
Montrer qu'il existe un seul entier relatif k tel que (o +2km) € ]-m,7].

4. Soit & un cercle trigonométrique et A, B et C trois points de ce cercle.
1) On suppose que B est dans 'arc orienté d'origine A et d'extrémité C :
a. Vérifier que la longueur de 1'arc géométrique associé a l'arc orienté AC est la somme
des longueurs des arcs géométriques associés respectivement aux arcs orientés AB et BC
En déduire que mes (AB) + mes (BC) = mes(AC) [2x]
b. Vérifier que la somme des longueurs des arcs géométriques associés respectivement
. », — 2z N
aux arcs orientés AR et BA est égale a 2.
z . —\
En déduire que mes( @ = —mes(AR) [2m]
2) On suppose que B n'est pas dans 1'arc orienté d'origine A et d'extrémité C :
a. Montrer que mes(AC) + mes(EE) = mes( ﬁ) [27]
. . — —
b. En déduire que mes(AB) + mes(BC) = mes(@ [27]

Orientation du plan

Il est visible que sur un cercle donné, il existe deux sens de parcours : ‘Q

* L'un de ces sens est dit direct ou positif c'est le sens contraire de celui
dans lequel tournent les aiguilles d'une montre.

* L'autre sens est dit indirect ou négatif.

Un cercle est dit orienté si on a choisi un sens de parcours sur ce cercle.

Le plan est dit orienté, si la convention des sens précédente est adoptée pour tous les
cercles du plan.

Cercle trigonométrique
On appelle cercle trigonométrique tout cercle de rayon 1, orienté dans le sens direct.

Arcs orientés
. . . B\

Soit Z un cercle trigonométrique. 2

* A et B deux points distincts de Z. Il y a deux arcs géométriques
d'origine A et d'extrémit¢é B dont un seul est parcouru suivant
l'orientation du cercle % .

Cet arc est appelé arc orienté d'origine A et d'extrémité B et on note AB .

* On convient que le couple (A,A) définit un arc orienté dont l'origine et I'extrémité sont
confondues.

A
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Mesures d'un arc orienté

o 0 P — . 2
Soit Z un cercle trigonometrique AB un arc oriente
L la longueur de I'arc géométrique associé.

. , — ,
On appelle mesure de I'arc orienté ‘AR tout réel L + 2k
N . . —

ou k est un entier relatif et on note mes(AB ). el 00 (LT L L (L5

Si x et y sont deux mesures de larc AR,
alors il existe un entier relatif k tel que x—y = 2k .
On note x =y [2x] et on lit " x est congru a y modulo 2x".

Mesure principale d'un arc orienté
On appelle mesure principale d'un arc orienté AB 'unique mesure de cet arc, appartenant
a |-m,m].
Propriétés
Soit & un cercle trigonométrique. A, B et C trois points quelconques de . On a :
J mes(XE) +mes( BC ) = mes(AC ) [2n] (Relation de Chasles)
* mes(BA) = — mes(AR) [2n]

Auto évaluation

) . . 3 S 21
1. Soit & un cercle trigonométrique et AB un arc orienté de % dont une mesure est = .

. » . . . 2, —
1) Donner, parmi les réels suivants, ceux qui sont des mesures de 1'arc orienté AB

a. T b. 14w c. _18m d. _ 20
3 3 3
2) Trouv%es entiers relatifs k pour lesquels (2—; +k %) est une mesure de I'arc
orienté AB
. . L. — — . .
2. Soit # un cercle trigonométrique et AB et CD deux arcs orientés de & dont deux mesures

respectives sont (125) % et (—151)%.

1) Donner la mesure principale de chacun de ces deux arcs.
2) Déterminer I'ensemble des mesures de chacun des deux arcs.

3) Déterminer, pour chaque arc, une mesure appartenant a [215,23x[.
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I1I. Cosinus et sinus d'un réel

On suppose dans toute la suite du chapitre que le plan est orienté dans le sens direct.

1) Repére orthonormé direct du plan

e -
Soient O un point du planet u et v deux vecteurs de normes égales a 1. On désigne

par % le cercle trigonométrique de centre O et A et B les points de & tels que :
- —
u =OA, ety = OB
. - . . L o . — T
Le triplet (O, u ,v ) est dit repere orthonormé direct du plan si, mes( AB ) = 5 [27]

Auto évaluation

Soit (O i, T) un repere orthonormé direct du plan.
1) Donner, parmi les reperes suivants, ceux qui sont orthonormés directs :
2(0,,=7) *(0,=T~]) * (0,] ~1) *(0,-f ~i ) «(©i+j,i-])
2) Vérifier que le repere (O, ‘/25 (i_> - T), \/25 ( i+ T)) est orthonormé direct.
2) Définitions et propriétés

Activités de découverte

1. Soit o un réel donné. On désigne par Z et " deux cercles trigonométriques de centres

-
—1

respectifs O et O' et par I et I' deux points fixes respectifs de Z et de .
1) On pose (Tf = 7 et on rapporte le plan au repere orthonormé direct (O, i, T).
Soit sur le cercle Z le point M tel que oo = mes( ﬁ;/[ﬂ ) [2n] , notons (X,y) son couple de
coordonnées. Faire une figure.
2) On poseﬁ‘ =7 eton rapporte le plan au repere orthonormé direct (O', i ,?) ).
Soit sur le cercle " le point M' tel que o = mes (ﬁ\?’) [2r] , notons (x',y') son couple de
coordonnées.
a. Faire une figure.
b. Que peut-on conjecturer sur x et X' et sury et y' ?
» On admet cette conjecture et on appelle x et y respectivement cosinus de o et sinus de o
etonnote x=cosoet y=sina .
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2. On rapporte le plan a un repere orthonormé direct (O, i T ) et on considere le cercle
trigonométrique & de centre O.
Soit M un point du cercle Z". On désigne par M, le symétrique de M par rapport a 1'axe
(O,T), M, son symétrique par rapport au point O et M3 son symétrique par rapport par rapport
a la droite d'équation y = Xx.
1) a. Vérifier que les points M, M, et M5 appartiennent & %.
b. Faire une figure.
2) On note par (a,b) le couple de coordonnées du point M dans le repere (O, i , J ).

Vérifier que a2 + b2 =1.
3) Ecrire les coordonnées de M;, M, et M5 en fonction de a et b.

~—A

3. Soit o un réel donné et M le point de Z tel que o = mes (IM) [2x].
a. Soit k€ Z, Vérifier que cos(a +2kim) = cos a et que sin(a +2ka) = sin o
b. Vérifier que (cos a)? + (sin )2 = 1
c. Ecrire, en fonction de cos a ou de sin a , les expressions suivantes :
cos(—at), sin(—a), cos(o. +7), sin(a +7), cos(n—ar), sin(mt—a), cos(ZL — a ), sin(L— a ),
cos(% +a) et sin(% +a). 2 2

Dans toute la suite du chapitre on désigne par O un pomt du plan, par % le cercle
trlgonometrlque de centre O, par I un point fixe de C, par i = OI et par j le vecteur tel que

(O, i,J) est un repere orthonormé direct du plan.

Cosinus et sinus d'un réel
Soient o un réel donné, M le point du cercle & tel que
a = mes( ﬁ) [2t] et (x,y) son couple de coordonnées
dans le repere orthonormé direct (O,T,T).
Le réel x est appelé cosinus de o et on note x = cos o
Le réel y est appelé sinus de o et on note y = sin a

—

On a alors OT/[> = (cos OL)T + (sin @) j

Premieres propriétés

Pourtouta& IR ,ona:
* —l<scosa<let-l<sina<]l
* Pour tout k € 7, cos(a+2km) = cos a et sin(a+2ks) = sin a
* (cosa)?+(sina)?=1

° cos(-a)=cos a et sin(-a) =— sin a

199



.|
° cos(atmw) =—cosa et sin(a+mw)=—sina
* cos(m—a)=-—cos a et sin(t—a) = sin a
. COS(%— a)= sina et sin(%— a)= cos a

. . |1
° cos(a +%)=—sma et sin(a +7)=cos a.

Auto évaluation

1. 1) Montrer que le triangle OIC de la figure ci-contre

est équilatéral. En déduire cos % puis sin% .

2) Montrer que B appartient a la droite

d'équation y = x. En déduire cos % et sin%.
3) Vérifier que & =2 — T En déduire cos L et sin L.
6 2 3 6 6
4) Recopier et compléter :
a 0 LN g I RS 2 3 5 U T
6 4 3 2 3 4 6
cos a
sin a

2. Une seule des réponses proposées est correcte, trouvez la:
1) a.cos (51n—x) = cos x b.cos (51m—x) =sin X c¢.cos (5171—X) = — cos x

2) a.cos (13% —X) = COS X b. cos (13%—){) =sinX C.cCos (13% —X) =—CO0Ss X
3) a.cos?(3x) +sin’(3x) =3 b. cos’(3x) + sin’(3x)=9  c¢. cos?(3x) + sin’(3x)= 1

3) Formules
1. Soient a et b deux réels donnés, on se propose d'écrire
cos (a+b) et sin (a+b) en fonction de cos a, cos b,
sin a et sin b.
Soit M le point du cercle & tel que a = mes m\ﬁ“ ) [27]
et soit N le point de & tel que b = mes(]\//[ﬁ ) [27]
1) Vérifier que (a+b) = mes (IN ) [27]
et que ON = (cos (a+b)) i + (sin (a+b)) j
2) On désigne par M' le point de Z  tel que mes (ﬁ' y= 2.

a. Vérifier que (0,0_1\>/[ ,()_1\>/[' ) est un repere orthonormé direct du plan.
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Prouver queON (cos b) OM + (sin b)OM'

Vérifier que OM (cos a) i+ (sm a) j-

Vérifier que OM' = (cos (a +— )) i+ (sin (a +— ))

En dedu1re que :

ON ((cos a) (cos b) — (sin a)( sin b)) i + ((sin a) (cos b) + (cos a)( sin b)) j -

3) Déduire que I'on a :
cos (a+b) =cosacosb—-sinasinb et sin (a+b)=sin a cos b +cos a sin b.

©c a0 o

2. Soient a et b deux réels donnés.
1) Ecrire en fonction de cos a, sina, cosb et sinb les expressions suivantes :

cos (a—Db), sin (a—b), cos 2a et sin2a.
2) Ecrire cos2a et sinZa en fonction de cos 2a.

Formules d'addition

Pour tous réels aetb ,on a :
° cos(a+b)=cosacosb-sinasinb
°* sin(a+b)=sinacosb+cosa sinb
°* cos(a—b)=cosacosb+sinasinb
* sin(a—b)=sinacosb-cosa sinb

Formules de multiplication par deux.

* cos2a=cos?a—sin2a=2cos?a-1=1-2sin2a
° sin 2a =2 sin a cos a.

Conséquences

5. _ 1 +cos2a . 5 1 - cos2a
© cosfa=——— - sinfa=———

Auto évaluation

1. Une seule égalité est correcte, trouvez la :
1) a. 1 cos (2x) =cos x  b.2cos (3x)sin(3x) = sin(6x) c. cos (X+y) = cos X+ Ccos Yy
1

2) a.cos?(x)=cos (x2)  b.sinx siny = sin (xy) C. COS X sin X = — sin 2x
1
3) a.cos%:\/T5 b. COS%:E 2+\/2_ c.cos%: ; 2+\/2_
2 23T 2(5_TT 3
2. Montrer que sin ( )+ sin (3 1 )+ sin#(5 B =)= >
3.Soient x et =2 etsin y —% .

Calculer sin x et cos y. En déduire cos (2x+y) et sin (2x-4y).
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4) Equations et inéquations

Activités de découverte

. 1) On considere, dans IR, I'équation (E;): cos x = —% .
a. Vérifier que (E;) admet, dans ]-m,t], deux solutions opposées qu'on déterminera.

b. Donner alors I'ensemble des solutions de 1'équation (E;) dans IR.

c. Représenter les solutions de (E,) sur le cercle &

V2

2) On considere, dans IR, I'équation (E,): sin x = — -
a. Vérifier que % et 3 % sont les seules solutions de (E,) dans ]-m,].

b. Donner alors I'ensemble des solutions de 1'équation (E,) dans IR.

c. Représenter les solutions de (E,) sur le cercle?’.

2. 1) Soient a et B deux réels de |—m,x],

Montrer que 1'on a : cos o = cos f
< (a=p)

sin o0 = sin 3
2) En déduire que si a et  sont deux réels quelconques, on a :

cos a = cos
. . < (a=f[2x])
sin o0 = sin f3
3. 1) On considere, dans IR, I'inéquation (I;) : cos x < é—

a. Vérifier que I'arc bleu de la figure ci-contre représente,

sur le cercle?” , les solutions de 1'inéquation (I,).

b. Déterminer les solutions de (I;) dans ]—m,].

c. Déterminer les solutions de (I,) dans [0,27].

d. Montrer que 1'ensemble des solutions de (I;) dans R
est la réunion de tous les ensembles de la forme :
[—m+2ko, —% +2ka] U[% +2kg t+2kmt] ot k Z .

ou simplement la réunion des intervalles : [% +2km, 5 +2knwjou kE Z
3

\/g |

2) On considere, dans IR, I'équation (I,): sin x < ———.
2

a. Vérifier que l'arc bleu de la figure ci-contre représente
sur le cercle &, les solutions de 1'inéquation (I2).

b. Déterminer les solutions de (I7) dans |-m,mx].

c. Déterminer les solutions de (I1) dans [0,257]. :
d. Montrer que I'ensemble des solutions de (I;) dans IR

est la réunion des intervalles [-2 % +2kit, — % +2kmjou ke Z
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Equations de la forme cos x =c¢ ou sin x =c.

Point de méthode : Soit ¢ un réel donné.
1) Pour résoudre, dans IR, une équation (E;): cos x = ¢, on procede comme suit :
*Sic €& ]-o-1[ U]l + [ alors (E;) n'a pas de solutions.
* Sic €[-1, 1], on détermine un réel a tel que cosa = c, on aura (E;): cos x = cosa.
L'ensemble des solutions de (E) est {a+2kmn, k€ Z}U{-a+2ksn, kE Z }
2) Pour résoudre, dans IR, une équation (E,): sin x = ¢, on procede comme suit:
*Sic€ ]-o-1[ U]l + [ alors (E,) n'a pas de solutions.
* Sic €[-1, 1], on détermine un réel § tel que sinf} = c, on aura (E,): sin X = sinf.
L'ensemble des solutions de (E,) est {f+2kmn, k€ Z}U{n—p+2kn,kEZ }
Remarque
Soit a un réel donné. Pour tout x EIR,ona:[cosx=cosa < (x=a[2m])
{ sin X = sin
Inéquations de la forme cos x <c¢ ou sin X <c.
Point de méthode : Soit ¢ un réel donné.
1) Pour résoudre, dans R, une inéquation (I;): cos x = ¢, on procede comme suit :
* Si ¢ €]-,~1[ alors (I;) n'a pas de solutions.
* Sic €[l,4+% [ alors tous les réels sont solutions de 1'inéquation (I;).
* Siceg[-1, 1],
* on résout, dans |—m,x], I'équation cos x = ¢ ,
* on représente, sur le cercle #, les solutions de (1), (voir figure 1)
* on détermine l'ensemble E des solutions de (I;) dans un intervalle de longueur 2z,
* les solutions de (I;) dans IR, sont les éléments de E auxquels on ajoute 2kx, k €7 .
2) Pour résoudre, dans IR, une inéquation (I,): sin X < ¢, on procede comme suit:
* Si c€]-% ~1[ alors (I,) n'a pas de solutions.
* Sicg[1 4+ [ alors tous les réels sont solutions de 1'inéquation (I,).
* Sice[-1, 1],
“ on résout, dans ]-mt], I'équation sin x =c
* on représente, sur le cercle @, les solutions de (I,), ( voir figure 2)
“ on détermine l'ensemble F des solutions de (I,) dans un intervalle de longueur 2,
* les solutions de (I,) dans IR, sont les éléments de F auxquels on ajoute 2k, k € Z

' Figure 2

Figure 1
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Auto évaluation

I. Résoudre dans IR, les équations suivantes :
(E) : (sin x +2) (cos x—1) = 0.
(F) : (sin x) (2cos X—3) =
(G) : (sin x — sin 2= ) (cos? x) = 0.
2. Résoudre dans ]—J‘C,J'C], les équations suivantes :
(Eq) : sin (2x) + cos x =0.
(E,) : cos? x = sinZx.
(Es) : cos? x — cos? (121 %) =0.
(E,) : cos? x +2cos x =3 = 0.
3. Résoudre dans ]-m,rt], puis dans IR les inéquations suivantes :
(I) :sinx =<O.

(Ip) : cos x = 0.

(I3) : cos2 x —% <0.

(I) : (sin x —2) (sin 2x— J3cos x)=0.

V. Tangente d'un réel

Activités de découverte

1. 1) Montrer que I'ensemble des solutions, dans IR, de 1'équation cos x =0,
est {_72“+ kn, k €7}
2) Montrer que l'ensemble des solutions, dans IR, de I'équation sin x =0,

est {km, ke Z}.

2. Soit a € IR- {_ +kn, k €Z}.
M le point du cercle & tel que o = mes(IM ) [2m].
M, et M, les projetés orthogonaux respectifs de M.

—> —
sur les axes (O, i) et (O,j ).
sin
Cos O

» On définit la tangente de a par tg o =

1) Soit Ala droite tangente a Z au point I.
Montrer que A et (OM) sont sécantes, soit N leur point d'intersection.

2) Démontrer, en utilisant le théoreme de Thales, que tg a = IN
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3. Soita € IR-{ % +km, k €Z }, montrer que l'on a :
a.tg (-a) = —tga.
b. tg(a+2k ™) =tg a , pour tout k € Z et tg(a+(2k+1) ) = tg a ,pour tout k € Z
c. En déduire que pour tout k € Z | tg (a+km) = tg a.

4.1) Soit a un réel différent de % +kmn,k €Z  Montrer que 1+ tg2 a =

cos2a
2) Soient a et b deux réels appartenant 2 IR— { —g +kn, ke 2},

a. On suppose que (a+b) € IR— {% +kt, k EZ}, écrire tg(a+b) en fonction de tg a et tg b.

b. En déduire, si (a-b) € IR- {%+ ki, k €Z}, I'expression de tg(a—b) en fonction de

tgaettgb.

c. Prouver que si 2a € IR - {% +kn, k€7 },tg(2a) = 2tga

1 -tg2a

Tangente d'un réel

Pour tout o € IR- {% +km, k €Z }, on appelle tangente de a,
sin o

le réel noté te a ou tan(o) défini par tg o = .
g (o) par tg o8 O

Interprétation géométrique

Soit M le point du cercle?  tel que o = mes (Tﬁ ) [2].
et N le point d'intersection de la droite tangente a & en |
et de la droite (OM).Ona:tgo=IN.

Propriétés

Soit a un réel donné.
. SiaE]R—{—; +kn,kEZ Y}, pourtoutk € Z tg (a+km) =tga

o SiaE]R—{—g +km,kEZ} tg(-a)=-tga

. SiaE]R—{% +kt,k€EZ}, 1 +tg2a =

cosZa’
. . N tg a + tgb

. 4y Z : _lga+1gb

Si a, b et a+b appartiennent a IR {_2 +kn,k €4}, ona:tg(at+b) T im0
. B . s m_ T ) 4y _tga- tgb

Si a, b et a—b appartiennent a IR— { > +kn,k €Z }, on a: tg(a-b) =1t te a tob s b
o - . < T ) 2tga

Si a et 2a appartiennent a IR— {7 +kn,k €Z}, on a: tg(2a) =ﬁ

= g a
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Auto évaluation

1. Recopier et compléter :

tg a

2. Répondre par vrai ou faux :

1) a. tg (x—m) = tg (x+m) b. tg x = tg (X+m) c.tg(%—x):tgx

I _ T _ Il +tga T o T
2)a.t +a) =1+t b.tg(—=+a)=—— 2~ Ltg(— +a) =tg(——a).
) a.tg(=~ +a) ga (= +) tga  °© gl ) =tgl—a)
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Travaux pratiques

TP1

B
Soit ABCD un carré de coté a. On se propose de déterminer
l'aire de la partie fermée ci-contre (figure 1).
Stratégie de résolution c
) ) ‘ ) ‘ (figure 1)
1) Soit P le point d'intersection des deux quarts de cercle (figure 2),
H l'intersection de I'arc géométrique d'extrémités B et P avec la B

perpendiculaire a la droite (BP), issue de A.

a. Vérifier que le triangle ABP est équilatéral.

b. Montrer que o, = - N

3

h

(figure 2)
2) Soient M et N les projetés orthogonaux respectifs de P sur (AD) et (BC). (figure 2)

a. Montrer que l'aire cherchée est égale a l'aire du domaine colorié en bleu.
b. Montrer que l'aire du rectangle MNCD est a2 (1— ﬁ ).

c. Montrer que l'aire du secteur circulaire de centre B et d'extrémités A et P

est L g2,
6

NE

3) Vérifier alors que l'aire cherchée est a2 (% +1- 73).

TP2 Deux ilets I; et I, sont telles que :

A 3 km I's

<

L.
[y Lt}

Quelle est la distance entre ces deux 1ilets ?

TP3

Un ballon atmosphérique survole la Terre.

Un observateur, dans ce ballon, voit d’une hauteur h (hauteur par rapport a la Terre)
I’horizon de la Terre sous un angle o avec la verticale.

Calculer le diametre de la Terre en fonction des données (a0 = 89.65° et h = 120 m)
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Avec |'outil informatique

On donne deux points distincts A et B et un réel o €[0,t] et on se propose de
déterminer, a 1'aide d'un logiciel de construction géométrique, I'ensemble E des points M du
plan tels que AMB =,

1) Quel doit étre I'ensemble Esia =0,s1 a=m,sia :%?

2) On prend o =%

a. Montrer que deux uniques points M, et M; de la médiatrice du segment [AB]
appartiennent a E.
b. Donner, a l'aide d'un logiciel de construction géométrique, une conjecture sur E.

3) Refaire le méme travail avec o arbitrairement choisi dans ]0,m[.

1) Soient deux cercles C; et C;, de centres respectifs O et O, et de rayons respectifs
R; et Ry (0 < Ry < Ry), tangents extérieurement.
On désigne par D une tangente commune aux cercles C; et C; respectivement en A et A,
et on note P le point d'intersection des droites (AjA; ) et (0107 ).
Calculer sin( OIISA1 ) en fonction de Rj et Rj.
2) On considere un point P, une demi droite & d'origine P.
a. Construire deux cercles de rayons respectifs 1 et 2, tangents extérieurement et tangents
tous les deux a 4.
b. Refaites la construction a I'aide d'un logiciel de construction géométrique en choisissant

R et R, arbitrairement.
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Exercices et problemes

| On donne un triangle ABC isocele de sommet principal A. Le cercle de diametre [BC]
coupe [AB] en E et [AC] en F.

1) Montrer que ECB=CBF
2) En déduire que EFB=CBF

3) Prouver que les deux droites (EF) et (BC) sont paralleles.

Soit ABC un triangle isocele de sommet principal A et P un point quelconque de [AC].
1) Marquer le point Q de la demi droite [AC) tel que [BC) soit la bissectrice du secteur [BP, BQ].
2) Montrer que ABQ=APB
3) Montrer que les deux triangles ABQ et ABP sont semblables.

4) En déduire que ABZ = AP x AQ.

1) Quelle est la mesure en degrés et en radians d'un angle qui a pour mesure 120 grades ?
2) Quelle est la mesure en degrés et en grades d'un angle qui a pour mesure % radians ?

3) Quelle est la mesure en grades et en radians d'un angle qui a pour mesure 47 degrés ?

n Un cycliste parcourt un trajet circulaire de rayon 1km a une vitesse de 15,7km/h. Il part
d'un point A fixe.

1) Quelle est la longueur du trajet ?.

2) Déterminer le temps nécessaire pour revenir au point A.

3) Préciser la position du cycliste sur la trajectoire apres 10 minutes, apres 30 minutes du

départ.

4) Apres un temps t; le cycliste se trouve en un point B tel que : A OB = 5_8n
Déterminer t;. ( O étant le centre de la trajectoire)

B Le plan est orienté dans le sens direct C

On place, sur un cercle trigonométrique de centre O, cinq 5
points A, B, C, D et E tels que les droites (AB) et (CD) sont B o A
perpendiculaires et la demi-droite [OE) est la bissectrice du D

secteur [OA,0C]
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1) Déterminer la mesure principale de chacun des arcs

. P . N N
orientés suivants :AB, AC., EA€tDE .

2) Parmi les réels — 5 L [ 15% 75T _ 13 T et 177, quels sont ceux qui sont des
— 4 4 4
mesures da l'arc DE ?

Soit (Z ) un cercle trigonométrique et A un point de (%).

1261 7 ety =_4% des mesures respectives de deux arcs orientés AB

et AC du cercle (#).
1) Déterminer la mesure principale de chacun de ces deux arcs.

Soient X =

2) Placer les points B et C sur le cercle (%).

Une seule des réponses proposées est correcte, trouver la :

117w

1) cos ——= estégala:

a. L b, _ 1 c11

2) Pour toutzreel X, Cos(X) + COS(—X% est égal a:
a.0 b. 2cosx c. 1

3) Pour tout réel x, sin(x —37“) est égal a:

a. — sinx b. 1 + sinx C. COSX
4) Soit a un réel, sin(—a) est égal a:

a.cos(—a +%) b.cos(—a - ) C. sm( + a)
5) Pour tout réel x7; le réel 1 + sinx est égal a : 2

a. sin(% + X) b.(1+sinX )2 c. (cos 3+ s1n_ )2

x et y étant deux réels, simplifier les expressions suivantes :
1) cos3x + sin3x + (cosx + sinx)(cosx.sinx — 1)
2) cos*x (3 — 2 cos2x) + sin*x(3 — 2 sin2x)

3) sin®x + cosOx + sinx + cos*x + 5 cos2x. sin2x

Calculer :
A= sin(lg—n) + cos(— 7—n) + cos(277n) + cos(9—n)

B =cos (—?) (@)‘f’ 2(31—n)+c (—

o
C =cos LRI 00522—+ cos2 3— + cos 9
10 5 5 10

37
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|| Montrer que :
a. cosbx + sinfx = 1— 3_ sin22x
b. cos3x = 4cos3x — 3cosx
C. cos4x = 8cos*x — 8cos2x + 1

d. cos#x =L COs4x + L CcOS2X + 3
' -8 2 8

Montrer que :

a. Pour tout réel x, on a: sin?x + sinx —6 <0

b. cos %+ cos 3—7n+ cosﬂ +cos@ =0

c.sin2 L 4 sin23% 4 §in2d7T 4 in2 7T =9
8 8 8 8

Simplifier les expressions suivantes :
A =cos(17n +x) + cos(3w — x) + sin(9w + X) + sin( 217 — x)

B =cos( 37 +x) +cos(x— T) + cos(lST“ X+ sin(leM x) +sin(x — )

1) Montrer que pour tout réel a,ona: cos(a+ 4{) + cos(a— %) = —cosa.

2) Soient

A = cos’x + cos’( X + 2—n) + cos’( X — 2—n)
3 3
B =sin’x + sin®( x + 23—n) + sin’( x — %)
a. Calculer A + B.

b. Calculer A — B.
c. En déduire que : A=B = %

1% On donne x € [ x] et cosx = —
2

W [

i _3
ety € [0, > ] et cos2y = 4
1) Calculer cos2x et sin2x.

2) Calculer cosy et siny.

3) Calculer cos(2x —y) et sin(2x + y).
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1) Montrer que pour tout réel x, sindx = sinx (8cos3x — 4cosx).
2) Déduire que 80083%— 4COS% -1=0
3) a. Vérifier que 8x° —4x— 1= (2x + 1)(4x2 —2x — 1) puis résoudre dans IR

I'équation 8x’ —4x —1=0.

l+\/§

b. En déduire que cos T .
5 4

1) Résoudre dans ]— m ] puis dans IR les équations suivantes :
* 2sin?x+ sin x = 0.
* 4cos?2x— 4cosx =3 =0.

. (42 cosx—1)(2sinx+1)= 0

° sin2x = sinx.

2) Déterminer les solutions des équations précédentes dans [0, 2[.

|74 Résoudre dans |- mt,t] puis dans R les inéquations suivantes:
* cos2x + 3cosx <0
¢ 2sin?2x -1<0

(25inx—\/§)cosx >0

° cos2x <2

4 sin2x —2(1++/3) sinx + /3 >0

18 1) Sachant que sinx = —% et x € [m, 3—“], calculer cosx et tgx.
2

2) Sachant que tgx = ~Letxe [3—2“ , 2m] calculer cosx et sinx.

2
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ST
'[!} 1) Montrer que pour tout x € IR, sin (x+ %) =-—cos(x + ?)
2) Montrer que pour tout x € IR, sinz(x + %) + sinz(x + 2%) =1.
2411 1) Calculer 'expression A = tg% + tg%T + tg%‘-l- tg?—z)t
2) Simplifier I'expression B = tg(7m + Xx) + tg( x — 35x).

72| Dans un triangle ABC, la médiane AM est égale au coté AB.
a. Démontrer la relation : tgB =3 tgC .
b. Démontrer que : sin A =2 sin(B-C).

724 Déterminer, & partir des données fournies sur le dessin ci-apres, la distance CD.

A

10 m

Le plan est muni d'un repere orthonormé direct (O, i, j ) On considere les points

B et
22

I(1,0), A (—

1) Montrer que les points A et B sont situés sur le cercle trigonométrique (%) de centre O.
2) Donner une mesure de 1'arc orienté TZ\
3) Soit M le point tel que : OAMB est un parallélogramme.

a. Déterminer les coordonnées du point M.

b. Montrer que OAMB est un carré.

—\
c. En déduire une mesure de l'arc orienté IM.
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4) Soit H le projeté orthogonal de M sur (O, 1) .

a. Calculer les distances OM et HM.

b. En déduire cos Sn et sin 5—“.

12

"4:% Soit O un point du plan et (%) le cercle trigonométrique de centre O.

On considere un diametre [AC] de ce cercle.
. — STC
1) a. Marquer sur (%) le point B tel que mes( AB ) =27[2x] .
—\ 6
b. Vérifier que mes( BC) E%[Zﬂ:].
2) On désigne par H le projeté orthogonal de B sur le segment [AC].
a. Calculer OH et BH.
b. Montrer que AH =2+—\/§et AB =V2 +/3 .
2

3) Calculer alors les valeurs de cos L et sinlﬂ2 .
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a et b sont deux réels donnés, On a :
* _I<cosa<let—l<sina<l1

Pour tout k € Z , cos(a+2ki) = cos a et sin(a+2km) = sin a
(cos a)2 + (sin a)2 =1

cos(-a) =cos a et sin(—a) =—sin a

cos(a+m) = — cos a et sin(a +w) = — sin a

cos(it—a) =—cos a et sin(;t—a) =sina

* ¥ ¥ X X

& cos(% —a)= sina et sin(%—a): cos a

*

cos(a + %) =—sina et sin(a +% ) = cos a.

cos (a+b)=cos acosb-—sinasinb
sin (a+b)=sinacosb+cosa sinb
cos(a—b)=cosacosb+sinasinb
sin (a—b)=sinacosb-cosa sinb
cos2a=cos?2a—sin2a=2cos2a-1=1-2sin2a

* % K Kk *

*

sin 2a = 2 sin a cos a.

1+cos2a
* cosla= oL
2
. 1 —cos2
* sin2 a =—C20S a

*

Si a€IR- {% +kn, kE Z }, pour tout kE 7 , tg (a+km) =tg a

*

Si a€IR- {% +kn, kEZ ), tg (—a)=—tg a

% SiaC€lR- { L +kn,kEZ }, 1+ tg2a= _ 1
2 cos2a
* Si i 3 [R{T : _lga+itgh
Si a, b et a+b appartiennent a IR—{ > +km, k€ 7}, on a: tg(a+b) = DEEGE
# Sia,b et a-b appartiennent & IR—{Z +kr, kE Z}, on a : tg(a—b) = 2280
1 a, b et a-b appartiennent a {2 T }, ona: tg(a-b) 1+ tg a teb
. . . 18 2tga
* Si a et 2a appartiennent a IR-{ 5 +kw, kEZ}, ona:tgRa)=—""7>—
2 1 -tg2a
I I 1 I
a 0 6 4 3 > T
cos a 1 ﬁ ﬁ 1 0 -1
2 2 2
sin a 0 1 ﬁ ﬁ 1 0
2 2 2
tg a 0 NE] 1 3 0
2
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Le mot trigonométrie vient du grec "trigone" (triangle) et "metron" (mesure).

1l faut remonter jusqu’aux babyloniens, 2000 ans avant notre ére, pour trouver les
premieres traces de tables de données astronomiques. Car a la base, la trigonométrie est
une géométrie appliquée a l’étude du monde, de ['univers et est indissociable de
I’astronomie.

L’héritage de ces tables données aux grecs et la numération sexagésimale des
babyloniens (base 60) contribueront a l’introduction du partage du cercle en 360°.
Eratostheéne de Cyréne (-276 ; -196) et Aristarque de Samos (-310 ; -230) utilisent ces
tables pour I’astronomie. Eratosthéne se rendra célebre pour avoir calculé la
circonférence de la terre avec une précision tout a fait remarquable (seulement 3%
d’erreur).

Mais on attribue a Hipparque de Nicée (-190 ; -120) les premieres tables
trigonométriques. Elles font correspondre ’angle au centre et la longueur de la corde
interceptée dans le cercle.

Le grec Claude Ptolémée (90 - 160) poursuit dans I’Almageste les travaux d’Hipparque
avec une meilleure précision et introduit les premieres formules de trigonométrie. Ptolémée
croyait au géocentrisme : le terre est le centre de 'univers, tous les astres gravitent autour
d’elle. 1l faudra attendre le XVle siecle pour rétablir la vérité pourtant déja connue de

La terre, : La regle

centre de Y ‘; de
l'univers selon 3 o Ptolémée

Ptolémée Q_W d

En Orient, 'indien Zryabhata ['Ancien (476 ; 550) utilise la demi cordgt' ne les
premieres tables de sinus. On retrouve la configuration du sinus dans le triangle rectangle
telle qu’elle est enseignée aujourd’hui. Aryabhata est le premier a voir la trigonométrie
hors du cercle. Des le XIlle siecle, les arabes, tel que le perse Mohammed
Al Khawarizmi (780 - 850) traduisent les ouvrages provenant de 1’ Orient.
Mohammed al Battani (850 - 929) introduit les tables de tangentes et de
nouvelles formules, puis apres lui Mohammed Abu'l-Wafa (940 - 998)
précise encore ces tables.

Avec le perse al Tusi (1201-1274), la trigonométrie se sépare de
I’astronomie.

Plus tard, I’astronome et mathématicien allemand Regiomontanus (1436 -1476), de son
vrai nom Johann Miiller développe la trigonométrie comme une branche des
mathématiques indépendantes. Il serait a I’origine de I’usage systématique du terme sinus.
Au XVle siecle, le francais Francois Viete (1540 - 1607), conseiller d’Henri 1V, fera
évoluer la trigonométrie pour lui donner le caractére qu’on lui connait aujourd’hui.
De nos jours, la trigonométrie trouve des applications tres diverses, particulierement dans
les sciences physiques. La propagation des ondes, par exemple, est transcrite par des
fonctions trigonométriques.
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Produit Scalaire Dans Le Plan

217



Produit scalaire dans le plan 0

I. Définition

Activités préliminaires

. — - . 5
1. Soient u et v deux vecteurs, A et B deux points du plan et a un réel.
Recopier et relier par une fleche les quantités égales des deux colonnes ci-dessous :

2. Soit ABC un triangle isocele de sommet principal A, G son centre de gravité et H
le pied de la hauteur issue de A .
Faites une figure puis répondez par vrai ou faux.
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3. Le plan est rapporté a un repére orthonormé (O, 1, j)

On donne les vecteurs 1—1)2 2_{_7 et :: _J3 _1’+_J)
et les points A(2,~1) et B(—+/3,1)
- - - - - > - >
1) Caleuler || w [, | v [l [l wll+[[v I, [ uwtviet]v-ul

2) En déduire les distances OA, OB et AB.

Activités de découverte
- -

4. On considere deux vecteurs colinéaires u et v et un point A du plan.
- - -

ﬁ
On désigne par B et C les deux points du plan tels que AC =v et AB=u .

1) Vérifier que A, B et C sont alignés.

AB x AC siB € [AC)

2)Onpose P=9 _Ap. AC sinon

- -
Ecrire p en fonction de || u [[ et || v ||.
- -
3) Déterminer p dans le cas ou l'un des vecteurs u ou v est nul.

%
4) Déterminer p en fonction de || u ||dans chacun des cas suivants :

- - - - - - - -
e V=1 e V=—1u sv=2u s v=-31u

-> >
5.Soient u et v deux vecteurs non colinéaires.

1) Soit A un point du plan. On désigne par B et C les deux points du plan tels

e N

que AB= uet AC= v eton note H le projeté orthogonal de B sur la droite (AC).

Trois cas peuvent se présenter, suivant la position de H sur (AC), illustrer chaque cas par une

figure.

2) Soit E un point différent de A.
_)

- - S
F et G les deux points du plan tels que EF= uet EG= v On désigne par K le projeté

orthogonal de F sur la droite (EG).

> >
Montrer que AH = EK
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Produit scalaire de deux vecteurs

- -
Soient u €t v deux vecteurs quelconques du plan.

> o - >
On appelle produit scalaire des deux vecteurs y et v le réel ,qu'on note u.v
. o % % ! . .
et qu'on lit y scalaire v défini par :
- - o> -
NN NN |[ulll|v]lst uet v sontdeméme sens.

*Si u et v sont colinéaires u . v = - -
—||u ||| v|s1 uet v sontde sens contraires.

- o
* Si uet v nesont pas colinéaires, on choisit un point A et on désigne par B et C
N N
les deux points du plan tels que AB= uet AC= v et on note H le projeté orthogonal
N

N
de B sur la droite (AC).u.v=AH.AC

[lustration graphique :
> >
a.Si u et v sont colinéaires:

- > =
e Sil'un des vecteurs u ou v estnul,alors u.v. =0
- - - =
* Si uet v sontde mémesens:u.v =ABxAC
- - -
* Si uet v sontde sens contraires : U.V =—AB x AC
- >
b. Si uet v ne sont pas colinéaires :
- - > >
* Si uet v sont * Si uet v ne sont pas
—> —> = = —> —>
orthogonaux :u. v =( orthogonaux : u.v=AH.AC
B B B
|
L |
|
|
|
|
[ |
‘I o
A c A H c H A ©
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Auto évaluation

H
1. Soit D un axe du plan, muni d'un repere (O,i) et soit Ala droite perpendiculaire 2 D au
point A d'abscisse —2. B un point, différent de A, de Aet C le point du plan tel que AOBC
est un parallélogramme.
e e
1) Déterminer AB.OA , OA.i, OB.i et OB.BC.

2) Répondre par vrai ou faux:

- - > - > 5 - > - >
a.OB.OA=-4 b, OB.AC=4 ¢c. OB.AC=0B" d. AB.AC=2AB e. AB.AC=0

_)
2. Soit D un axe du plan, muni d'un repere (O, i )et soient A un point de la droite D et B un

point du plan. On désigne par H le projeté orthogonal de B sur D.

—> —> _
Montrer que QOA. OB= OAx OH

3. Soit ABCD un rectangle de centre O tel que AB =a et AD=b
— —

Calculer AB AC, AD AC OA. AB et OB AB
4. Soit ABCD un trapeze tel que (AC) est perpendiculaire a (BC).

1) Faire une figure.

- -
2) Calculer AB.AC .

II. Propriétés

Activités de découverte

> o
1. Soient u et v deux vecteurs non nuls quelconques et A un point du plan.

L . > 5 2
On désigne par B et C les deux points du plan tel que AB=u et AC=V

p - o oo A
Et on se propose de démontrer que y . v =||v || || u |[|cos(BAC) (P).
- -
1) Vérifier que siu et v sont colinéaires, on a immédiatement la propriété (P)

> >
2) On suppose que u et v ne sont pas colinéaires :

On note H le projeté orthogonal de B sur la droite (AC).

a. Distinguer trois cas de figure.
%

. . - T N
b. Ecrire AH en fonctionde ||u ||, ]|/ v ||, v etcos ( BAC) .

c. Montrer alors la propriété (P).
> o

2. Soient u €t v deux vecteurs donnés.

— -> -
1) Comparer u . V et v.u

- e d . L >
2) Montrer que u et v sont orthogonaux si et seulementsi u.v =0
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_______________________________________________________________________________________________________________________________________________________________|
. - > — — - —
3) Soit o un réel. Montrer que I'ona: (0u).v= u.(@v)= ax(u.v).

- - - - - , . -
4) Montrer que l'ona: u.u>0.(u.uestnoté u ? est appelé carré scalaire de u )

_)
3.Soit y un vecteur donné.

- - L. - - -
Montrer que u >=|u|*etendéduireque u’=0< u = 0.
. - o> - .
4. Soient u , v et w trois vecteurs quelconques.
- e
On se propose de montrer que u .(v+w)=u.v+u.w (Q).

%
1) Vérifier que si u est nul, on a immédiatement la propriété (Q).
- - > > ..
2) On suppose que u est non nul et que les vecteurs u , vet w sont colinéaires :

L. - - - -
En écrivant v=0ou et w=u, prouver (Q).

- - >
3) On suppose que ; estnon nul et que v et w sont quelconques :

. . . > 5 2 S -
Soit O un point du plan et A,B et C les points tels que QA= v, OB= v et BC=w

E et F désignent les projetés orthogonaux respectifs de B et C sur la droite (OA).

- - o
a. Montrer que u.v+u.w = OA.OE+ OA. EF

- >
v

b. Déduire de la question 2) que u . u

+u.w =1_1).OF.

. - - L . o
c. Ecrire autrement u .(v +w) et en déduire la propriété (Q).

Propriétés du produit scalaire
— L
P1: Pour tous Vecteurs non nu15u et v , S1 U=AB et v=AC ona:

= =
u V—Hu““V”COS(BAC)

-> - - > o o
P2: Pour tous vecteurS y et v,ona: u.v= v.u

. > > o > -
P3: Inégalité de Cauchy-Schwarz : Pour tous vecteurs uet v, [u.v|[< |[ull] v

- > - >
P4: Pour tous vecteursu et v, uet v sont orthogonaux équivauta u . v =0.

- —>
P5: Pour tous vecteurs u et v et toutréel o, ona:

> > >
(xu).v=u (O(.V)— ch(u V)
-5 - e

P6: Pour tout vecteur u ,ona:u =||u Pet u’=0< u =0(u’"=u.u)

- > - - o> > - o5 5 o
P7: Pour tous vecteursu ,v et w,ona: u.(vtw)=u.v+tu.w
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Auto évaluation

=

1. Soient u et v deux vecteurs. Développer les expressions suivantes :

(C+ V), (W=v) et (U+v)(u-V)

. - - o - - - -
2. Soient y et v deux vecteurs vérifiant ||u||=2,|v|=3etu.v=—

W

- > - > e e
1) Calculer ( + V)z, (u—v)2 et (ut+ v)u—v)

> - - - - - - - e -
2) Calculer Qu+ v)u(=2v), ((u+4v)Bu+2v)et(u++2 v)(u—-+3v)

. - >
3. Soient u et v deux vecteurs.

- - - > . = o
Montrer que u+ v et u— v sont orthogonaux si et seulement si || u || =l v .

. - > - . .
4. Soient,u , v et w trois vecteurs donnés.

Une seule réponse est correcte, trouver cette réponse.
.w signifie que

- -
ouu=20

- -
sont orthogonaux et u €t w sont orthogonaux.

%
—w sont orthogonaux.

: -2 .7 < p - >
5.Soient u et v deux vecteurs donnés et x un réel. On pose P(x)=(xu +v ).

Calculer le discriminant du trindme P(x) et retrouver l'inégalité de Cauchy-Schwarz.

6. Soit ABC un triangle quelconque.

e e
1) Montrer que pour tout pont M du plan, MA .BC+ MB.CA+MC.AB =0

2) En déduire que les hauteurs de tout triangle sont concourantes.

III. Produit scalaire en géométrie analytique
- -
Dans tout ce paragraphe, le plan est rapporté a un repere orthonormé (O, i , j ).
g 2 > 72 - 2
(Cest-a-dire : ||i||=1, ] j||=1et i L jouencore i.j=0).

-> >
Labase (i, ]) estalors orthonormée.
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Activités de découverte

- - - (X - (X! P
1. Soient u et v deux vecteurs définis par u et v dans la base (i, )
y y!
. > o . > 7
1) Ecrire chacun des vecteurs u et ven fonctionde i et j .

- -
2) Calculer en fonction des réels x,y, x' et y' le produit scalaire u . v .

%
3) Retrouver I'expression de || u || en fonction de x et y.

2. Soit D une droite du plan définie par son équation cartésienne ax+by+c =0 ot a, b et ¢
sont des réels tels que (a ,b) # ( 0,0).
ﬁ

a. Donner un vecteur directeur u de la droite D.
. e ~(a e - - - -
b. Soit n le vecteur défini par n b/ Vérifierque n # 0 etque n L1 u
%
» n est dit vecteur normal a la droite D
_)
2) On donne un point A (a.,f) et un vecteur non nul N
_)

%
a. Donner une équation cartésienne de I'ensemble E des points M (x,y) tels que AM LN .

%
b. Vérifier que E est une droite et que N est un vecteur normal a cette droite.

3. Soit D une droite du plan définie par son équation cartésienne ax+by+c =0 ot a, b et ¢ sont
des réels tels que (a ,b) # (0,0) et A (Xq.yo) un point du plan.

On se propose de déterminer la distance du point A a la droite D.
_)

1) Soit H le projeté orthogonal de A sur D et n (3 un vecteur normal a D.

a. Faites une figure.
- -
b. Prouver que [AH. n|=AH v+ b>.

2) On pose H (xy , yp)-
- >
En remarquant que H € D, montrer que |AH. n | = |ax, +by, +c]|

3) En déduire l'expression de la distance de A a D.

4. Soient A et B deux points distincts du plan et (%) le cercle de diametre [AB].
1) a. Faites une figure.
b. Quelle condition nécessaire et suffisante doit vérifier un point M du plan pour qu'il soit
sur (%) ?
2) On pose A(a,b) et B(a',b") .
Ecrire une équation cartésienne du cercle (%).
Application : Donner une équation cartésienne du cercle (%) pour A(-1,2) et B(0,-3).
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Expression analytique du produit scalaire dans une base orthonormée

. e e o - (x - /X! NN
Si uetv sontdeux vecteurs définis paru [ J et v ( J dans la base (i , j)
y

y'
- - — 5 5
ona: u.v=xx"tyy et|u]| =x“+y°.

Equation cartésienne d'une droite définie par un point et un vecteur normal:

1) SiD est une droite du plan définie par son équation cartésienne ax+by+c =0

ou a, b et ¢ sont des réels tels que (a ,b) #(0,0) ,ona:

- (-b
° e vecteur u ( a ] est un vecteur directeur de D.

%
* Tout vecteur non nul et orthogonal a u est dit vecteur normal a D.

%
a )
e e vecteur n (b) est un vecteur normal a la droite D.

_)
2) Si A est un point du plan et N est un vecteur non nul alors 'ensemble E des

points M du plan vérifiant AI\)/I . ﬁ =0 est une droite dont ﬁ est un vecteur normal.
Théoréeme
* Deux droites du plan sont paralleles si et seulement si un vecteur normal de 1'une
est colinéaire a un vecteur normal de I'autre.
* Deux droites du plan sont perpendiculaires si et seulement si un vecteur normal
de 1'une est orthogonal a un vecteur normal de l'autre.
Distance d'un point a une droite:
Soit D une droite du plan définie par son
équation cartésienne ax+by+c =0

ol a, b et ¢ sont des réels tels que (a ,b) # (0,0)

et A (Xg,yo) un point du plan.

La distance du point A a la droite D est d _lax, +by, +cl
Vva’+b?®
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Cercle défini par deux points diamétralement opposés:
Soient A et B deux points distincts du plan. M__—
Le cercle de diametre [AB] est égal a I'ensemble &

> >
des points M du plan tels que : AM.BM = 0.

Auto évaluation

1. Soient les points A(2,1), B(1,0) et C(1,2). Donner, en degrés, une valeur approchée a

102 pres de chacune des mesures BAC , ABC et ACB

(2
2. On donne le point A(1,-1) et N (3
%
1) Donner une équation cartésienne de la droite D passant par A et de vecteur normal N .

2) Donner une équation cartésienne de la droite D' perpendiculaire a D en A.

3. Déterminer, dans chacun des cas suivants, les réels a tels que les droites D et D' sont
perpendiculaires.
I) Diax +2y—-5=0 et D" x-2ay+ta=0
2) D:v/2x+ay+3=0 et D:y=a
3) Diy=ax+1 et D:y=2x-3
4. Cocher la réponse correcte (une seule réponse est valable):

La droite D: y = —2x+3 a pour vecteur normal.

32 wi ) es)

5. On considere la droite D : 3x -4y +2 = 0.
1) Donner une équation cartésienne de la droite parallele a D et passant par O.

2) Donner une équation cartésienne de la droite perpendiculaire a D et passant par O.

6. Calculer, dans chacun des cas suivants la distance du point A a la droite D.

a.A(l,l)et D: V2x—2y+1=0.
b. AQ2,-2) et D: 2x—y+1=0.
c.A(l,V2)et D:x—2y+1=0.
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7. 1) On donne les droites D: _lX + ﬁy 41 = OetD" ﬁx + ly _ﬁ =
2 2 2 2 2 2
Répondre par vrai ou faux :
a.D// D b.DL D c. D et D' ne sont ni paralleles ni perpendiculaires.

2) On donne les droites D : x + y -3 =0 et A(-1,2)
Répondre par vrai ou faux :
a. La distance de A a D est égale a \/E .
b. Le projeté orthogonal de A sur D est le point I( 1, 2).
c. Le projeté orthogonal de A sur D est le point I'( 0, 3).

d. Al =+/2.
e. AI'=+2.

8.1) On donne A(—1,3) et B(3,~1). Donner une équation cartésienne du cercle de diametre [AB].
2) Soit (&) le cercle d'équation (x+2)2 + (y—3)2 — 4 = 0. Déterminer un diamétre [AB] de ce

cercle.

9. On donne la doite D: %X + \/Zgy—4= 0 et le cercle (%) de centre A(l,\/g)et de rayon 2.
Répondre par vrai ou faux:

a. (%) coupe D. b. (%) et D sont disjoints c. D est tangente a (%).

10. Soient A et B deux points distincts du plan et (%) le cercle de diametre [AB].
On note I le centre du cercle (%)). et on considére un point C extérieur a ce cercle.
1) Montrer que le cercle de diametre [IC] rencontre (%) en deux points E et F.
2) Montrer les droites (CE) et (CF) sont tangentes a(%).

3) On prend AB= 2 et IC = 3. Calculer CE CI
4) Soit H le projeté orthogonal de E sur (IC). Calculer I1H.

IV. Application du produit scalaire dans le triangle.

Activités de découverte

1. Soit ABC un trlangle quelconque
e - > -

1) Vérifier que BA CA CB, AC=BC - BA et BC= AC- AB.
2) Retrouver les formules d'Alkashi dans le triangle ABC.

2. Soit ABC un triangle quelconque, H et K les projetés orthogonaux respectifs de A et C sur
la droite (BC) et sur la droite (AB).
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> > > > —> —>
1) Vérifier que BA.BC=BH.BC =BA.BK .

2) a. Montrer que le triangle ABC est rectangle en A si et seulement si A = K.
— —>

b. En déduire que ABC est rectangle en A si et seulement si BA*= BH.BC.
—_— —>
3) Montrer que ABC est rectangle en A si et seulement si HA?*=—-HB.HC

3. 1) Soit ABC un triangle rectangle en A et H le projeté orthogonal de A sur la droite (BC).

Montrer, en calculant de deux facons l'aire du triangle ABC, que 1'on a :
1 1 1

= + .
AH? AB?  AC?
2) ABC désigne un triangle rectangle en A et non isocele et H est le projeté orthogonal de A

sur la droite (BC). Soit C' le symétrique de C par rapport a H.

a. Vérifier que ABC' n'est pas rectangle en A et que 1 1 + !

AH2 AB? AC?

b. Conclure.

4. Soit ABC un triangle quelconque, I le milieu du segment [AB] et H le projeté orthogonal de

C sur la droite (AB).
— —>

1) Montrer que CA.CB= CI LN
4 -5 > - >
2) a. Montrer que CA”=IA’+1C*-21IA.IC et CB* = IB*+IC* 21B.IC.

- —>
b. En déduire que AC* —BC* =2 AB.IH et CA>+ CB* = 2 CI’ +%AB2

Soit ABC un triangle quelconque, on a :
* Les formules d'Alkashi :
BC?= AB”*+ AC*—2 AB AC cos (BAC)

AC2=BA%+BC?—2 BA BC cos (ABC)
AB? = CA?+ CB*—2 CA CB cos (ACB)

Si H le projeté orthogonal de A sur la droite (BC), on a :

* ( Le triangle ABC est rectangle en A ) C
—> —> 5
< (BH.BC=BA")

—> —> 5
< (—-HB.HC=HA?)
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* (Le triangle ABC est rectangle en A) = ( S T
AH?  AB%? AC?

(La réciproque est fausse)
Soit ABC un triangle quelconque, I le milieu du segment [AB] et H le projeté orthogonal
de C sur la droite (AB), on a :

—> >
« CA.CB=cCI -_L AB’ |
4 N

e CA +CB =20+ LZAB2 . (Théoréme de la médiane)

%
« AC* — BC=2AB.H

Auto évaluation

1. Soit ABC un triangle.
On donne AB =3cm, BC =4 cm et A]gC = 60°.

Calculer, en cm2 et a 10-2 pres, l'aire du triangle ABC.

(On utilisera une calculatrice pour faire les calculs)

2. Soient deux forces constantes d'intensités respectives 2N et 3N. Les deux forces sont
appliquées a un méme point et faisant entre elles un angle dont une mesure est 30°.

Calculer l'intensité de leur résultante.

3. 1) Soit ABC un triangle rectangle et H le projeté orthogonal de A sur la droite (BC).

Répondre par vrai ou faux :

a. BH x BC = BA2 b. BHx CH = AH2 c. b 1 1
AH?  AB? AC?
2) Soit ABC un triangle quelconque et H le projeté orthogonal de A sur la droite (BC).

Répondre par vrai ou faux :

a. (BHxBC =BA®) = ABC est rectangle.

b. (BHxHC = AH?) = ABC est rectangle.

c. L 141 = ABC est rectangle.

An’  ABZ  AC?
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4. On donne un cercle (%) et une droite (AB) disjointe avec (7).
1) Construire un point M de (%) qui rend MA2 + MB2 minimale.

2) Construire un point N de (%) qui rend INAZ — NB2| maximale.

5. Soit ABC un triangle quelconque, B' et C' les milieux respectifs des segments [AC] et [AB].
Soit G le point d'intersection des droites (BB') et (CC").
- -

1) On suppose que BB'.CC'= 0.

a. Calculer ABZ en fonction de GC' et GB.

b. Calculer AC? en fonction de GB' et GC.

c. En déduire que AB2 + AC2 =5 BC?
2) On suppose que AB2 + AC2 =5 BC2.

- - )
a. Montrer que AB.AC=2 BC".
- >
b. En déduire que BB'.CC'=0.

3) Conclure.
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Travaux pratiques

ABCD un carré de coté a, I et J les milieux respectifs des segments [AB] et [AD],
K le milieu de [AI] et H le projeté orthogonal de A sur la droite (ID).

Il s'agit de montrer que les droites (HJ) et (HK) sont perpendiculaires.

Stratégies de résolution
1) Par la méthode classique :
a. Exprimer HK, HJ et KJ en fonction de a.
b. Conclure.
2) Par la méthode analytique :

a. Choisir un repere orthonormé convenable.

b. Donner les coordonnées des points J, H et K dans ce repere.
- >
c. Calculer HK.HJ et conclure.

3) Par la méthode du produit scalaire :

a. En utilisant une propriété métrique du triangle rectangle, montrer que
- > o> -
(HA+HD).(HA+HI)=0.

b. Conclure.

Un puit de pétrole est foré dans un champ rectangulaire a 630 m d'un coin, a 560 m d'un
autre et a 160 m d'un troisieme. A quelle distance du quatrieme coin se trouve-t-il ?

Stratégie de résolution
1) Modéliser la situation a l'aide d'un rectangle ABCD et noter P le lieu du puit et O le centre
du rectangle.(Faites une figure approximative).

2) Montrer que PA2 + PC2 = PB2 + PD? (On remarquera que AC = BD).
3) En déduire la solution du probleme.

Soient A et B deux points tels que AB = 3. On désigne par I le milieu du segment [AB]

et on se propose de déterminer 1'ensemble E des point M
- -
du plan tels que AM.BM = 4.

1) a. Choisir un repere orthonormé convenable et écrire une équation cartésienne de E dans
ce repere.
b. Quelle est la nature de E ? Construire cet ensemble.

2) a. Vérifier que pour tout point M, MeE < MI” —i AB’*=4.
b. Retrouver la nature de E.
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Soient A et B deux points tels que AB = 3. On se propose de déterminer I'ensemble F

. AM
des point M du plan tels que =——=2,
p p q BM

1) a. Choisir un repere orthonormé convenable et écrire une équation cartésienne de F dans
ce repere.

b. Quelle est la nature de F ? Construire cet ensemble.
- - o >
2) a. Vérifier que pour tout point M, MeF < (AM+2BM ).(AM-2BM) = 0.

b. Retrouver la nature de F.
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Avec l'outil informatique

- -

JB Le plan est rapporté a un repere orthonormé (O, i, j )

La feuille de calcul, sur le tableur Excel, suivante permet de calculer des grandeurs dans

le triangle connaissant les coordonnées de ses sommets.

1) a. Reproduire cette feuille (Tableau 1) sur votre PC.

b. Faire varier les coordonnées des points A, B et C (lignes blanches).

2) Observer et commenter les résultats fournis (Tableau 2).

3) Concevoir, a 1'aide du méme tableur ou a 1'aide d'un autre logiciel, une feuille de calcul ou

un programme permettant de calculer les mesures des angles et l'aire d'un quadrilatere

convexe a partir de la donnée des coordonnées de ses sommets.

A

1 XA

2 0

3 YA

4 0

5 XB-XA

6 —B2-A2

7 YB-YA

8 —B4-Ad

9 AB2

10 _A6*AG+A8*AS

11 AB

12 _Racine(A10)
- >

13 AB.AC

14 =A6*B6+A8*BS
A

15 COS A

16 _A14/(A12*B12)

17 A

Tableau 1
B C
XB XC
0 0
YB YC
0 0
XC-XA XC-XB
=C2-A2 =C2-B2
YC-YA YC-YB
=C4-A4 =C4-B4
AC? BC?2
=B6*B6+B8*B8 =C6*C6+C8*C8
AC BC
=Racine(B10) =Racine(C10)
> - ==
BA .BC CA.CB

=-A6*C6-A8*C8 =B6*C6+B8*C8

VAN
cos B

A
cos C

=B14/(A12*C12) =C14/(B12*C12)

N\

B

A
C

18 Acos(A16)*180/m Acos(B16)*180/m Acos(C16)*180/w

Tableau 2
A B C

1 XA XB XC
2 ) 1 2
3 YA YB YC
4 2 3 1
5 XB-XA XC-XA XC-XB
6 3 4 1
7  YB-YA YC-YA YC-YB
8 3 4 1
9 AB2 AC2 BC2
10 10 17 5
11 AB AC BC
12 3.16 4.12 2.24

-> - = = - -
13 AB.AC BA .BC CA.CB
14 11 -1 6
15 cos Cos cos
16 0.84 -0.14 0.65
17 A B &
18 32.47 98.13 49.40

Elaborer un programme de détermination des angles d’un triangle.

On développera un algorithme permettant :

e ]a saisie des cOtés,

e le calcul des cosinus respectifs des angles du triangle (on utilisera les formules : .

- >

AB.AC=AB.AC cos(BAC) ;

VAN

- >

CA.CB= CIZ—iABZ et CA2+ CB? = 2CIZ+%AB2

* la détermination des angles en degrés,

* l'affichage des solutions éventuelles.
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Exercices et problémes

H
Dans un repere orthonormé(O, i , j ) on considére les points A(2,-2) ; B(3,1) et

{

1 —

. - - - —
C (-2,1). Soient les vecteurs u = — AC et v= AC— 2 AB.

NS}

1) Déterminer |l etllv |l .

2) Existe-il un point D tel que CADB est un losange ?

La figure ci-dessous représente un rectangle ABCD tel que : AB=5et BC=3;
un triangle ABF équilatéral et un triangle BCE rectangle et isocele en C. Le point H est
le milieu du segment [AB]. .

Calculer les produits scalaires suivants :

- - —> -  —> - —> - —> - —
AH. AB ; BC.BE ; AB.AF ; BD.CE ; BE.BA et AD.CE 4 B
E
Soient A, B, H et I quatre points vérifiant : ° ©

— 1 = .-
AB =9, AH = 3 AB et I le milieu de [AB].
Soit Ala droite passant par H et perpendiculaire a (AB) et E un point de A.

— > > > > > >
1) Calculer AH.AE ;BA .BE; Al.HE et HA.HB.

—  —>
2) Déterminer les points N de Atels que : NA .NB= 0.

-> - - - >
Soientu et v deux vecteurs tels que :|| u || =2et|v]=5¢et u.v=—12.

Calculer les produits scalaires suivants :
- - -
a. u.(-2u+t3v)
- -,
b. (u=-2v)
- > - >
c. Bu+tv)(—v-3u)

Soient A et B deux points du plan tels que : AB = 5.
1) Construire un point C tel que A_é . A_];= 10 et AC = 4.

- - 3 -
2) Marquer les points D et E tels que : AD = 3 AB et AE 5 AC.
3) a. Calculer les produits scalaires AB AD AC.AE, AD.AE.
5>
b. En déduire le produit scalaire CD.BE .

c. Que représente la droite (DC) pour le triangle BED ?

234



S - .
n Soientu, v et w trois vecteurs non nuls du plan.

> > o
UeV=1vV

) - - -
1) a. Montrer que si «w=0 alors u.w =0.

b. Peut-on trouver trois vecteurs non nuls et orthogonaux deux a deux dans le plan ?
2) Soient x, y et z trois réels tels que:

Xu+ v est orthogonal a w

y7+ w est orthogonal au

- o Lo
zw+ u est orthogonal a v

Calculer le produit xyz.

On considere un triangle ABC sur lequel on construit les carrés ABDE et ACFG.
AN

On note 4 I’angleBAC ;b= AC et c = AB.

1) Calculer les produits scalaires A_])3 A_C)I et A—])EA_G) en fonction de b, c et 4.
2) a. En utilisant la relation de Chasles, calculer B—()} . C—E> .

b. En déduire que les deux droites (BG) et (CE) sont perpendiculaires.

. —
n Soient U etv deux vecteurs non nuls.
> > > - . .
1) a. Montrer que || u + v[[=[u — v || siet seulement siv L V.
b. En déduire que les diagonales d'un parallélogramme ABCD ont la méme
longueur si et seulement si ce parallélogramme a un angle droit.
- > . L2 -
2) a. Montrer quel u [I=1I v || si et seulement si (u+v )L (u—v).
b. En déduire qu'un parallélogramme ABCD a deux c6tés consécutifs de méme longueur

si et seulement si ses diagonales sont perpendiculaires.

- -
n Dans le plan muni d'un repére orthonormé (O, i , j ) , on donne les points

A(2,0) et B(-+2,2).
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1) Montrer que le triangle OAB est isocele de sommet principal O.
— —>
2) a. Calculer OA.OB.

VAN
b. En déduire AOB.

3) Soit I le milieu du segment [AB]. Déterminer les mesures des angles du triangle OAI.

- -
I{I} Dans le plan muni d'un repére orthonormé(O, i, j ) on donne les points A(1,2)
et B(3,-1).
(3 —
1) a. Montrer que le vecteur n ) est orthogonal a AB.
b. En déduire que 3x + 2y — 7 = 0 est une équation cartésienne de la droite (AB).
2) Vérifier que le point C( —1 , 2) n'appartient pas a la droite (AB).
3) On désigne par H le projeté orthogonal de C sur la droite (AB).

%
a. Montrer que CH.n= 6.

eqe . % - . . % —
b. En utilisant le fait que CH et N sont colinéaires , montrer que | CH.1il= CH~/13.

c. En déduire la distance d du point C a la droite (AB).

- -
IB 8 Dans le plan muni d'un repére orthonormé (O, i, j ) on donne les points

A(LD), B(02)et C(1,4/3).
-> >
1) a.Calculer AB.AC .
b. En déduire BAC

A A
2) Déterminer ABC puis BCA -

- -
On considere dans le plan muni d'un repére orthonormé (O, i, j )la parabole (P)
d'équation y = —2x? + 1 et la droite Ay d'équation y = ax ou a est un réel.

1) Montrer que la droite Aa coupe la parabole (P) en deux points M1 et M2 dont-on
déterminera les coordonnées en fonction de a.
. —> —> 1 )
2) a. Soit A(1,-1) . Montrer que AM; . AM, = E( —2a"+a+3).
b. Déterminer le réel a pour que A M1 M2 soit un triangle rectangle en A.
7
3)SoitH (0, g) et la droite D d'équation y = %
Montrer que pour tout point M de (P), on a : MH = d(M,D)
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IRY Soient A, B et C trois points du plan vérifiant : AB =4, AC =3 et BX,C = % .
- -
1) Calculer AC. ABet BC.
2) Soit H le projeté orthogonal de C sur (AB).Calculer AH.

3) Soit I Ie milieu de [AB]. Calculer CI.

Soit ABC un triangle tel que AB = J2,AC=3-+/3 etBC=+6-+2
1) a. Calculer cos BgC .
b. En déduire BAC.
2) Calculer A%C et en déduire AéB.

Soit un triangle ABC tel queAB =2, BC = 25 et AC=44/2.
1) Calculer cos Bgc .

2) Soit I le milieu de [BC]. Calculer Al.
— - >
3) a. Montrer qu'il existe un point unique G tel que 2GA-3GB= 0 .
b. Calculer GA et GB.
4) Soit f I'application du plan dans lui-méme définie par :
f(M) = 2MA? — 3MB?
a. Calculer f(G).
b. Exprimer f(M) en fonction de f(G).

c. Déterminer 1'ensemble des points M du plan tels que :
f(M) = k ot k € IR ( discuter selon les valeurs de k)

Y Soit ABC un triangle rectangle en A. On désigne par a', b' et ¢' les longueurs des
médianes issues respectivement de A, B et C.
Montrer que les réels a', b' et ¢' vérifient la relation:
b? +¢? =522
JW@l On donne un trapéze ABCD rectangle en A et B. On pose AB =2a, AD =b,BC =coll

a, b, et ¢ sont trois réels et on note O le milieu du segment [AB].
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%
1) Montrer que OD + OC = AD + BC.
- =
2) a. Calculer OD.OC.
N
b. Quelles sont les relations qui doivent lier a, b et ¢ pour que l'angle COD  soit aigu ?

droit ? obtus ?

- >
On considere dans un repere orthonormé (O, i, j ) les points A(3,-5) et B(1,4).

AN
1) Déterminer AOB
2) a. Déterminer la distance du point A a la droite A dont une équation est 4x + 3y —2 =0.

b. Ecrire une équation du cercle de centre A et tangent a la droite A.

1€} Soit EFGH un parallélogramme tel que EF = 2EH. Soit I le milieu de [EF].
1) Montrer que le triangle IGH est un triangle rectangle en I.
2) On note a la longueur EH.

a. Calculer TH? et IG? en fonction de a et de cos (F]gH)

b. Retrouver le résultat de la premiere question.

Soit (%) un cercle de centre O et de rayon r et M un point du plan M & (%). Deux
droites quelconques issues de M coupent (%) respectivement en A et B et en C et D.
1) Soit E le point diamétralement opposé a A sur (¥).

—> —> _ —>
a. Montrer que MA.MB = MA.ME.

. T 2 2
b. En déduire que MA.MB = OM" -1,

- - -> o
2) Montrer que MA.MB = MC.MD.

PAW Soit ABCD un rectangle tel que AB = 6 cm et AD =2 cm ; E est le milieu de [BC]
et F est défini parﬁ;: 1 BE ; H est le projeté orthogonal de F sur (AE).
3

- - - - > — - —

1) En utilisant les égalités AF=AD+ DF et AE= AB+BE, calculer AF. AE .
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- -
2) a. En calculant d’une autre maniére le produit scalaire AF. AE déterminer la longueur AH.
- - A
b. En calculant d’une troisieme maniére le produit scalaire AF. AE déterminer cos (EAF)

3) Soit I le milieu de [FE] et G le centre de gravité du triangle AEF.
D F C

> 1 o o
a. Montrer que AG= E(AE +AF).

b. En déduire la longueur AG. H E

A B
A
Soit un triangle ABC (BAC < 90°) et O le milieu de [BC]. On construit extérieurement

au triangle ABC, les triangles BAM et CAN isoceles et rectangles en A.
> o =
1) Montrer que AB.AN = AC.AM.
- 1 - - - - -
2) a. Vérifier que AO = 5( AB + AC ) et que MN= AN—AM.
- >
b. En déduire que AO .MN= 0.

c. Que représente (AO) pour le triangle AMN ?

- > -

_)
3) a. Montrer que AM.AN=—-AB.AC.
-> o
b. Montrer que CM . BN = 0. En déduire que les droites (BN) et (CM) sont perpendiculaires.

4) Montrer que BN = CM.

PR3 1) Montrer, en utilisant le théoréeme de la médiane, que pour tout parallélogramme
ABCD ona: AB’+ AD*= %( AC? + BD?)
2) On considere un parallélogramme ABCD tel que :BD = J13 ; AC = J37 et BXD: % :
a. Montrer que AB2 + AD? = 25.
b. Montrer que AB2 + ADZ — ABxAD = 13.

AB+ AD =7

c. En déduire que
ABxAD =12

d. Déterminer alors les dimensions du parallélogramme.
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Mathématiques et culture

Le concept de produit linéaire de deux vecteurs est né de la physique avec Grassmann (1809-1877)
et Gibbs (1839-1903) et fut nommé produit scalaire (scalar product) par Hamilton (1805-1865).

Le terme scalaire du latin (scalaris = escalier, échelle) est utilisé au sens de numérique : dans un

contexte vectoriel, il s'agit de distinguer les objets vecteurs et les objets nombres qui opérent sur
les vecteurs. L'exemple fondamental du concept apparait en dynamique avec le travail d'une force
: i une force f déplace un corps selon un chemin rectiligne d, alors le travail fourni est donné par
la formule : W/\: lfIx1dlxcos( )/E ), | 1 désignant l'intensité de la force, | d | la longueur du
déplacement etX l'angle entre les directions de la force et du déplacement. Aujourd'hui, le produit
scalaire se rencontre dans tous les domaines de la physique :Energie et moment cinétique d'un
solide; Hydrodynamique ; Circulation et flux d'un champ électrostatique; Electromagnétisme,

équation de Maxwell, force de Lorentz (physicien hollandais, 1853-1928).
HAMILTON William Rowan, irlandais, 1805-1865

Hamilton n'a que 17 ans lorsqu'il soumet a ['Académie royale de Dublin un
correctif a la Mécanique céleste de Laplace... Astronome titulaire, a 22 ans,
de la chaire d'astronomie a la dite Académie, il publia des travaux en optique géométrique et
rénova la mécanique analytique (mécanique hamiltonienne, fondement de la mécanique
quantique). Il se consacrera finalement aux mathématiques et tout
particulierement aux structures algébriques (groupe de transformations,
espace vectoriel, algebre, corps). Par son essai Elementary Essay on Algebra
as the Science of Pure Time (1837), il est aussi a l'origine de la partition des
rationnels qui amena Dedekind a la construction des nombres réels par les
"coupures".

GIBBS Josiah Willard, américain, 1839-1903

Ingénieur et physicien. Travaux en chimie, thermodynamique et mécanique
statistique. Il enseigna la physique mathématique a I’université de Yale (USA)
des 1871. On lui doit la loi des phases régissant le nombre d'équilibres de la
matiere sous ses divers états possibles (l'eau par exemple posséde trois états :
liquide, solide et vapeur).

Suite aux travaux de Grassmann et Hamilton dont les notations de ce dernier
lui apparaissaient malaisées, voire alambiquées..., et afin de développer une
théorie électromagnétique de la lumiere, on lui doit, avec Heaviside, les
notations modernes de l'algebre et de l'analyse vectorielle

(Elements of vector analysis, Yale University - 1881) appliquées a l'espace usuel
euclidien de dimension 3. Ainsi est né le produit vectoriel de deux vecteurs de
l'espace.

GRASSMANN Hermann Giinther, allemand, 1809-1877

Professeur de mathématiques a Stettin (ville prussienne, en Poméranie, sur
l'estuaire aujourd'hui polonaise : Szczecin), physicien et linguiste (il étudia le
sanskrit) étudiant le phénomene des marées, il est amené a développer le calcul
vectoriel. Ses travaux portent essentiellement sur le concept nouveau d'espaces
vectoriels abstraits de dimension supérieure a 3. Grassmann publia ses
résultats en 1844 dans un traité intitulé La science des grandeurs extensives ou
la théorie de l'espace (complété en 1863).

A la méme époque l'irlandais Hamilton introduisait le concept moderne de
vecteur.

]
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Systémes D'équations Linéaires @

PLAN DU CHAPITRE

I. Systémes de deux équations linéaires a deux
inconnues.
ll. Systemes de trois équations linéaires a trois
inconnues.
Travaux pratiques
Avec l'outil informatique.
Exercices et problémes.

Mathématiques et culture
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Systémes d'équations linéaires @

I. Systemes de deux équations linéaires a deux inconnues

1) Résolution par la méthode de substitution

Activités préliminaires

1. On donne 1'équation du premier degré a deux inconnues (E) : 2x—7y = 4.
a. Exprimer x en fonction de y puis y en fonction de x.
b. Trouver trois couples solutions de 1'équation (E).
c. Est-ce que les couples suivants sont solution de (E)?
(1,0)5(2,-1); (5,-2) ;(0,5).

2. Déterminer mentalement la solution de chacun des systemes suivants :

S x—-y=5 Y 4u+3v =20
V) x+y=25 (55): 3u—4v=15

Sy a—2b=2 _ o=2
S3): b=1 (S4): 200+ P =5

3. Dans le plan muni d'un repere on considere les droites D et A d'équations respectives
2x—8y+8 =0 et 3x—y-10 = 0.
1) Déterminer la position relative de D et A.
2x—8y =-8
3x-y=10

2) Le systeme suivant (S): { admet-il des solutions ?

3) Résoudre le systeme et en déduire les coordonnées du point d'intersection éventuel
de D et A

2x +y=0
x-3y=-+4
Trouver un couple de nombres qui vérifie la premiere équation mais pas la deuxieme.

Donner un couple de nombres qui vérifie la deuxieme équation mais pas la premiere.
Déterminer le couple de nombres qui vérifie le systeme.

4. Soit le systeme suivant (S) :

2x+y=3
5x +3y =4
Résoudre le systeme (S) par la méthode de substitution.

5. Soit le systéme de deux équations suivant : (S):

6. Résoudre dans R xIR, par la méthode de substitution, les systémes suivants :

(Sl) 2X—3y: 1 (Sz). u+2v=3
x+3y=2 —2u—4v="7

S | 2a+5b=1 [ N2a+2p=2
5 {3a+3b=3 (5 o+v2B =2
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* On rappelle qu’un systeme de deux équations linéaires a deux inconnues réelles est

ax + by = o

tout te de la f S):
out systeme de la forme (S) cx +dy = B

ou a, b, c,d, aet B sont des réels donnés tels que (a,b)#(0,0) et (c,d)#(0,0) et x et y sont
les inconnues. a, b, ¢ et d sont appelés coefficients des inconnues et o et § sont appelés
coefficients du second membre.

* Un couple de réels (xg,y,) est une solution du systeme (S) sia Xy + by, =a
etcxy+dyy=p.

* Résoudre dans IRx Rle systeme (S), c'est trouver tous les couples de réels (x,y) solutions
de (S).

Auto évaluation

1. Dans une écurie, il y a des hommes et des chevaux. On y dénombre au total 22 tétes et 72

pieds. Combien y a-t-il d'hommes ? Combien y a-t-il de chevaux?

2. Un éleve demande a son professeur de mathématiques son adge. Connaissant la date de
naissance de cet éleve, le professeur répond :" J'ai deux fois 1'dge que tu avais quand j'avais ton
age et quand tu auras mon age nous aurons, sl nous sommes encore de ce monde, soixante-
trois ans a nous deux".

Quels sont les ages de I'éleve et de son professeur ?
3. Résoudre dans IR x IR, suivant les valeurs du réel m, les systemes suivants :

(S,): {2mx—y=1 (S,): { X+2y=3
X+y=2 -2x+(m-1)y=-6

2) Résolution par la méthode du pivot de Gauss

Activités de découverte

1. Une société industrielle dispose de deux types de véhicules pour transporter la matiere
premiere de la mine a l'usine, un type V, capable de transporter 3 tonnes et consommant 7
litres de gasoil par voyage et un type V, capable de transporter 10 tonnes et consommant 20

litres de gasoil par voyage.
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310

7 20
* La premiere ligne L;: (3 10) représente la capacité de transport par type de véhicules

1) On représente les données de la situation dans le tableau suivant :

* La deuxieme ligne L,: (7 20) représente la consommation en gasoil par type de véhicules.

¢ La premiere colonne C;: (3] caractérise le 1°r type de véhicules.
7

¢ La deuxieme colonne (C,): (10) caractérise le 2éme type de véhicules.

310
» Le tableau (7 20) est appelé matrice.

a. Quelle est, en tonnes, la capacité de transport de 6 véhicules V; et 5 véhicules V, ?
b. Quelle est, en litres de gasoil, la consommation par voyage de 6 véhicules V,

et 5 véhicules V, ?
On représente ces résultats dans disposition suivante :

3 10) (6 3x6 + 10x5 68
720)(5) |7x6+20x5 ) | 142
2) Trouver a l'aide de cette disposition la capacité de transport et la consommation par
voyage de p véhicules V; et q véhicules V,.

3) On se propose de déterminer le nombre x de véhicules V| et le nombre y de véhicules V,

qui transportent 82 tonnes et qui consomment 168 litres de gasoil par voyage :
a. Représenter ces résultats dans la disposition précédente.
b. Etablir le systtme modélisant la situation.
c. Résoudre, dans IR x IR, le systéme obtenu et donner la solution du probléeme.
2. Soit dans IR x IR le systeme (S): { 2x3y =1
Xx+y=3

1) a. Résoudre (S).

b. Vérifier qu'on peut représenter le systeme (S) par (2 _3] (XJ - ( 1).
I 1)\y 3

2 -3

) 2
» La matrice [1
1

?) est dite matrice de (S) et ( ! ) est sa matrice complete.
2) On multiplie la deuxieme ligne de la matrice complete de (S) par -2
a. Résoudre, dans IR2, le systeme (S,) correspondant.

b. Vérifier que (S) et (S;) sont équivalents.
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3) On remplace la deuxieme ligne de la matrice complete de (S) par la somme des deux

lignes.
a. Résoudre, dans IRZ, le systeme (S,) correspondant.
b. Vérifier que (S) et (S,) sont équivalents.

3. Résoudre chacun des systemes suivants et vérifier qu’ils sont équivalents.

(S, {X—?)y:l (S, { 2x + 3y =1 (53):{ x=3y =1

2x+3y =-1 x=3y=1 3x=0
. > N . 3Xx+y=3
4. 1) Soit dans IR le systeme : (S,): S
y =

a b
a. Vérifier que la matrice de (S;) est de la forme (0 d)
P> On dit que cette matrice est triangulaire

b. Donner mentalement la solution de (S,).
3x+2y=8

2) Soit dans IR? le systeme : (S):
2x—-3y=1

On se propose de déterminer un systeme équivalent et dont la matrice est triangulaire.

3 2 |8
a. Vérifier que(2 s 1 ) est la matrice complete de (S).
. 3 2 |8 . N , . L. N
b. Vérifier que 13113 est la matrice complete d'un systeme équivalent a (S).
o -13|_13
313

c. Résoudre alors le systtme (S).
» On dit qu'on a résolu le systeme (S) par la méthode du pivot de Gauss.

5. Soit dans R? le systeme : (S): 2x +3y =38
6x + 10y =20

. . 6x + 9y =24 2x+3y =38
. Vérif 1 t S), (S)): t (S,):
a. Vérifier que les systemes (S), (S)) {6x+10y=20 et (S,) {

sont équivalents.

b. Résoudre (S).

245



Matrice d'un systeme de deux équations a deux inconnues

' ax + by =«
Soit dans IR 2, le systeme (S):
cx+dy=f
ou a, b, c,d, aet 3 sont des réels donnés tels que (a,b)#(0,0) et (c,d)=(0,0) et x et y sont
les inconnues.

La matrice (a Z] est appelée matrice du systeme (S)
c

(c'est une matrice carrée d'ordre deux).

b| o
La matrice (a q } est appelée matrice complete du systeme (S).
c

Systemes équivalents
Deux systemes sont équivalents si et seulement si ils ont le méme ensemble
de solutions.
Opérations €lémentaires
On admet qu'on obtient un systeme équivalent lorsque:
¢ on échange l'ordre des deux équations (L <= L) ;
* on multiplie les deux membres d'une équation L par un réel non nul A (L <= AL);
* on remplace une équation L par une équation obtenue en additionnant membre a
membre 1'équation L et I'autre multipliée par un réel non nul A (L <= L+ AL");

* on supprime une équation lorsqu'elle est le produit de 1'autre par un réel non nul.

Matrice triangulaire

On appelle matrice triangulaire toute matrice de la forme (3 2] ou (a (C)J
c

Méthode du pivot de Gauss

Résoudre un systeme par la méthode du pivot de Gauss, consiste a déterminer un systeme

qui lui est équivalent et dont la matrice est triangulaire.
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Auto évaluation

1. Déterminer pour chacun des systemes suivants la matrice et la matrice complete:
2xt3y=4 x-y=2 —3y=3 x+ty=2
(S1) (S2) (S3) (S4)
Sxtby=7 ytx =1 2x-5y =0 y=3
2. Reprendre les systemes ci-dessus et résoudre chacun d'eux dans IR? par la méthode du pivot
de Gauss.

3. Résoudre dans IR2, chacun des systémes suivants par la méthode du pivot de Gauss

2xtdy=4 x-y=2 3x9y=3
(S1) (S2) (S3)
x+2y=2 y—=x=1 —2x+6y =0

4. Soit f Ia fonction définie sur IR {2} par f(x) = =~

X 2

Déterminer deux réels a et b tels que pour tout x € IR{2} par f(x) =a + «_ 2

3) Résolution par la méthode des déterminants

Activités de découverte

1. Soit dans IR? le systéme :

(S): ax tby=a
cxtdy=p

ou x et y sont les inconnues.

ab‘

» Le réel ad-bc s'appelle le déterminant du systeme (S). On le note | . 4

a. Résoudre les systemes suivants et calculer leurs déterminants.

x+ty=3 3x2y=2 x-3y=3 X+ty=2
(S1) (S2) (S3) (S4)
x+3y=1 —-ytx =1 2x—6y =0 x—y=3

b. Que remarque-t-on ?
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2. Soit, dans IR, le systeme

(S): { giz—y % U (ab) #(0,0) et (c,d) #(0,0)

On suppose que a # 0

ax + by = a
a. Montrer que le systeme (S'): Y

(ad-be)y = ap—col est équivalent a (S).

b. Montrer que si ad-bc # 0, I'unique solution de (S) est le couple (Xg,y,) tel que

ad-Bd oy 3B -co
X0 = d-be 0T e

c. Montrer que si (ad—bc = 0) alors on a :

* si (ap—ca =0) alors (S) a une infinité de solutions.

* et si (ap—ca #0) alors (S) n'a pas de solution.
ax+by=a

3. Pour tout systeme (S): ,on pose A =
cx+dy=

ab
c d

ab
B d

a o

s A=
c B

et A=

1) Résoudre les systemes suivants et calculer, pour chacun, les réels A, A et A,

2x +5y=3 X—2y =12 —3y=3 Xty =2
(S1) (S2) (S3) (S4)

x+3y=1 y=1 2x-y=0 Xx-y=3

2x +6y=2 Ox+3y=3 x-3y=3 —X 0y =2
(Ss) (Se) (S7) (Ss)

x+3y=1 Ox+y=1 2x—6y =5 S5x+0y=3

2) Vérifier que, dans tous ces cas,on a :
* si A#0, le systtme admet une seule solution,
* si A=0et (A = A =0), le systeme admet une infinit¢ de solutions,

e etsiA=0et (A #0ou A # 0),le systtme n’admet pas de solution.

Déterminant d'un systeme linéaire de deux équations a deux inconnues

axt+tby=a
Soit dans IR? le systeme (S):

cx+dy=8
ol a, b, c,d, a et f sont des réels donnés tels que (a,b)#(0,0) et (c,d)#(0,0) et x et y sont

les inconnues.
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ab
c d

Le réel ad-bc s'appelle le déterminant du systéme et on le note

Méthode de résolution par les déterminants

On pose A= | b , Ax= oL etA = “
cd B d c B

Si A# 0 alors (S) admet une solution unique le couple (Xg.y) tel que

Si A=0,ona:

*Si (A=A, =0) alors (S) a une infinit¢ de solutions.
cetsi( A, #0ou Ay #0) alors (S) n'a pas de solution.

Auto évaluation

1. 1) Déterminer le déterminant de chacun des systémes suivants :

2xt3y=4 x-y=2 —3y=3 Xxty=2
(Sv) (S2) (S3) (S4)
Sxt6y=7 ytx =1 2x—-5y =0 y=3

2) Résoudre chacun d'eux dans IR? par la méthode des déterminants.

2. Résoudre dans IR2, chacun des systémes suivants par la méthode des déterminants.

2x+tdy=4 x-y=2 3x9y=3
(S1) { (S2) (S3)
—2x+6y =0

xt2y=2
3. Chacun des systemes suivants comportent trois équations. Pour chacun d'eux :
* choisir deux équations;

e résoudre, dans IR2, le systéme obtenu ;
* vérifier les solutions éventuelles dans la troisieme équation

¢ et en déduire les solutions du systeme.
x+ty=1 X—y=2 x2y=1
S)) 2x+3y=0 (S))<x+y=0 (S3) {2x+4y—2
{ x+2y=-1 JLx+2y1 3x -6y =3

4. Le plan est rapporté a un repere cartésien ©. 1, ]
Soient D une droite d’équation y = ax +b ou a et b sont deux réels et les points A(1,-1) ,B(3,3)

et C(2,1).
1) Ecrire les conditions sur a et b pour que D passe par les points A, B et C.

2) Existe-t-il une droite passant par les trois points A, B et C ? Si oui déterminer son

équation.
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________________________________________________________________________________________________________________________________________________________|
II. Systemes linéaires de trois équations a trois inconnues.

1) Résolution par la méthode de substitution

Activités de découverte

1. Deux fontaines ont des débits respectifs de 3 et 4 litres a la seconde. Pour remplir un bac,
on fait d'abord couler la premiere fontaine jusqu'au moment ou le bac est a moitié plein;
ensuite on fait couler les deux a la fois. Dans ces conditions, il faut 8 min 20 s pour remplir
le bac. On se propose de trouver la contenance de ce bac.
1) Poser x la contenance du bac, t; le temps mis par la premicre fontaine et t, le temps mis par
la seconde fontaine et établir le systeme modélisant la situation.
2) Déterminer Xx.
3xty +2z=2 (1)

2. Soit dans IR3 le systeme de trois équations (S): 2x-y—=z=2  (2)

a trois inconnues ci-contre: xty+z=1 (3)

On se propose de résoudre (S) par la méthode de substitution.
1) Ecrire, a partir de 1'équation (3), z en fonction de y et x.
2) Remplacer z, par son expression, dans les équations (1) et (2).
3) Résoudre, dans R2, le systéme de deux équations & deux inconnues x et y obtenu.
4) Déterminer z.
5) En déduire la solution du systeme (S).

3. Trois gargons désirent connaitre leurs poids a l'aide d'une vielle bascule dont 'aiguille ne
descend plus au dessous de 50 kg ; ils montent deux a deux et notent :
* Mohamed et Ali : 75 kg
e Ali et Ahmed : 85 kg
* Ahmed et Mohamed : 80 kg.
On note X, y et z les poids, en kg, respectifs de Mohamed, Ali et Ahmed.
a. Ecrire le systéme vérifi€ par x, y et z.
b. Exprimer x en fonction de y.
c. Remplacer l'expression de x ainsi obtenue dans les deux autres équations.
d. Résoudre le systtme de deux équations d'inconnues y et z.
e. Déduire alors la valeur de x.

Définitions
* On appelle systeme de trois équations a trois inconnues réelles x , y et z, tout
ajpXxtapytasz=b

systeme de la forme : (S) § ay; X +tapy+tay3z=b,
a3 X tazpy+az;z=bs

ou pour tout iI€{1,2,3} et tout jE{1,2,3}, a;; et b; sont des réels donnés tels que
(a11,a15,2a13) #(0,0,0) ; (ay;, 2y, , a3 ) 2(0,0,0) et (a3, a3, ,a335) #(0,0,0).
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Les réels a;; sont appelés coefficients des inconnues et les réels b; sont appelés coefficients
du second membre.

¢ Un triplet de réels (x.y(.zy) est une solution du systeme (S) s'il vérifie, a la fois, les
trois équations du systeme (S).

* Résoudre dans IR3 le systtme (S), clest trouver tous les triplets de réels (x.y,z)
solutions de (S).
Méthode de résolution par substitution
La substitution consiste a :

¢ choisir une équation et exprimer une des trois inconnues en fonction des deux autres,

* remplacer cette inconnue par son expression ainsi obtenue dans les deux autres
équations qui formeront un systeme de deux équations a deux inconnues,

¢ résoudre le systeme de deux équations a deux inconnues obtenu,

e retrouver éventuellement la troisieme inconnue.

Auto évaluation

Résoudre, dans IR 3 et par la méthode de substitution, chacun des systémes suivants :

xty+z=3 Xty-z=2 2xty—z=0
(S)< xty-z=1 (S))y 2x+2y-2z=4 (S3) 1 2xty+tz=1
X 2y+2z =1 xty +tz=4 2xty-3z=2

2) Résolution par la méthode du pivot de Gauss

Activités de découverte

1. Soit dans IR3 le systéme de trois équations a trois inconnues suivant :

3xty +2z2=0
(S): 4 2y—z=-3
2z=72
31 2
le tableau | 0 2 —1 |est appelé matrice du systeme (S).
00 2

» On dit que cette matrice est triangulaire.

Résoudre mentalement le systeme (S).
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2. 1) Résoudre, dans IR 3 par la méthode de substitution, chacun des syst¢mes suivants :

3x+y+z=3 3x+y+z=3
(S))R x+2y+2z=1 (Sp)d 2x+4y+4z=2

Xx+2y-z=1 X H2y-z=1

X F2y—z=1 3x+y+z=3
(S3) x+2y+2z=1 (Sg) § x+2y+2z=1

3x+y+z=3 4x +3y =4

Vérifier qu’ils sont équivalents.

2) Indiquer les opérations effectuées pour passer de (S;) a (S,), de (Sy) a (S;3) et de (S;) a (Sy)

3. Soit dans IR 3 le systéme de trois équations a trois inconnues suivant :

xty +2z=9
(S): < 3xR2y—z=4
x3y+2z=1
On se propose de déterminer un systeme équivalent a (S) et dont la matrice est triangulaire
1 1 219 1 1 219 1 1 219
a. Montrer que les matrices |3 2 -1| 4|, |0 -1 -7 |-23]etf0 -1 -7|-23
1 3 2|1 0 4 0 |-8 0 0 28|84

sont les matrices completes respectives de trois systeémes équivalents a (S).

b. Résoudre (S).

» On dit qu’on a résolu le systeme (S) par la méthode du pivot de Gauss.

4. Reprendre le systeme (S) de ’activité précédente.

1) Vérifier que les systemes suivants sont tous équivalents a (S)

3xH2y-z=4 3xH2y-z= 4 3xH2y—z=4 3xH2y—z=4
xty+2z=9 xty+2z=9; 3x+3y +6z =27 et< y+7z=23
x-3y+2z=1 4y =38 y=2 y=2

2) Retrouver la solution de (S).
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Matrice d'un systeme de trois équations a trois inconnues

Soit dans IR3 le systeme de trois équations a trois inconnues réelles x , y et z suivant
ajp X +tapytapsz=b
(S) Janxtapytasz=b,
a3 X tapyta;z=b;

a11 aiz2 a3

La matrice est appelée matrice du systeme (S).
ax axp axn PP y )

a3] az2 ass
C'est une matrice carrée d'ordre trois.

ajr a2 a3z | by

La matrice ar] ax ar | by | St appelée matrice complete du systeme (S).

a3 axn as | b3
Opérations élémentaires
Comme pour les systemes de deux équations a deux inconnues, on admet qu'on obtient un
systeme équivalent lorsque:
¢ on échange 1'ordre de deux équations (L <= L) ;
¢ on échange 1'ordre des inconnues en conservant leurs coefficients respectifs;
* on multiplie les deux membres d'une équation L par un réel non nul A ( L <= AL);
¢ on remplace une équation L par une équation obtenue en additionnant membre
a membre 1'équation L et une autre multipliée par un réel non nul A (L <= L+ AL');

* on supprime une équation lorsqu'elle est le produit d'une autre par un réel non nul.

Matrice triangulaire ab c a 00

On appelle matrice triangulaire toute matrice de la forme |0 d e|ou |b d 0

Méthode du pivot de Gauss 00f cef
Résoudre un systeme par la méthode du pivot de Gauss consiste a déterminer un systéme
qui lui est équivalent et dont la matrice est triangulaire en procédant comme suit :

* On dispose le systeme de facon que le premier coefficient de la premiere ligne de sa
matrice complete soit non nul,

* On effectue, éventuellement les opérations (L <> L') et (L <= L+AL') jusqu'a ce que la
matrice compléte soit triangulaire.

Remarque

La méthode du pivot de Gauss peut s'appliquer a tout systeme de n équations linéaires du
premier degré a m inconnues (n=2 , m=2).
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Exercice résolul

Résoudre, dans IR3, le systéme de trois équations a trois inconnues suivant par la méthode du
pivot de Gauss :

2x—-y +3z=6
(S): -3xH2y+z =8
2x+3y —z=-2

Solution
On se propose de résoudre le systeme (S) par la méthode du pivot de Gauss :

2 -1 3 6)
e[ =3 2 1 g sa matrice complete.
2 3 -1 -2)

LaligneLjest(2 -1 3 6),lalignel,est(-3 2 1 8)
etlaligne Lyest(2 3 -1 -2)

* Onremplace L, par L', =L, + % L, et onremplace L3 par L's =15 -1,

L, est (O% 1 17)et Ly est 0 4 -4 -8)

2
2 -1 3 6
1 11
La nouvelle matrice complete est 0 P 17
0 4 —4 -8
* On remplace L'; par L"; =L'; -8 L',
L"s est (0 0 -48 -144) _
2 b3 6
. . 1 11
La nouvelle matrice compléte est | 0 5 5 17
0 0 43 —-144

* On peut simplifier davantage en multipliant la deuxieme ligne par 2 et la troisiéme ligne par

~ L on aura un systeme équivalent a (S) et de matrice compléete.

48
2 -1 3 6
0 1 11 34
0 0 1 3
2x-y +3z=6 x=-1
D'ou (S) < y+11z=34 < y =

z=3 z=3
Par suite Si? = {(-1,1,3)}
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Exercice résolu?2
Résoudre dans IR3 le systeme de trois équations a trois inconnues suivant :
(S): [ x—y+2z=1

3x+2y+3z=1
2x+3y +z=0

Solution
On se propose de résoudre le systeme (S) par la méthode du pivot de Gauss :

1 -1 2 1
13 2 3 1 |sa matrice complete.
2 3 1 0

LaligneL;est(l -1 2 1),lalignel,est(3 2 3 1)etlalignelzest(2 3 1 0)
* Onremplace L, par L', =L, -3 L; et on remplace L3 par L'; = Ly — 2L,
L'yest (05 -3 -2)etL'yest (0 5-3 -2)

1 -1 2 1
La nouvelle matrice completeest | 0 5 -3 -2
0 5 -3 -2

* On remplace L'y par L"; =L'5 -L',
L"'5 est (O 0 0 0)

1 -1 2 1
La nouvelle matrice completeest | 0 5 -3 -2
0 0 O 0

Dou (S) & | xy+2z=1 << | x= —7zt3

5
5y -3z=-2 y = 3Z5_2
Par suite Si° = {( _75Z+3 ,%, z),z €lR}

Exercice résolu3
Résoudre dans IR3 le systeme de trois équations a trois inconnues suivant :

x+ty+2z=4

(S): lx+ly+z=2
2 2
—Xx-y—2z=-4
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Solution

En multipliant La ligne L, par 2 et la ligne L; par —1, on obtient un systeme (S') équivalent a (S)

x+ty+2z=4
(S"): X+y+2z=4
xty+2z=4

Par suite SlR3 ={(xy, 2—XT+Y) , (X,y) EIRZ}

Auto évaluation

1. Résoudre, dans IR3 par la méthode de substitution, chacun des systémes suivants.

xty+z=3 Xty-z =2 2x+ty —z=0
(S)< xty-—=z=1 (S))y 2xH2y-2z=4 (S3) < 2xty+z=1

X 2y+2z=1 xty tz=4 2xty-3z=2

2. Déterminer pour chacun des systémes suivants la matrice et la matrice compléete :

Xx—ytz=2 xty—z=-1 —X—ytz=-2
(S)< 2xty—z=1 (Sy) | xty+2z=2 (S3) 5 z=xty+2
3x 2y-2z=-7 xty tz=1 2x H2y-2z=4

3. Reprendre les systémes ci-dessus et résoudre chacun d'eux dans IR3 par la méthode du pivot
de Gauss.

4. On considere la fonction f définie sur R par f(x) = ax3+bx2+cx +1.
Soit (C) sa courbe représentative dans un repere (O, i , }) du plan.
Déterminer les réels a, b et ¢ sachant que I(—1,4) est un point d'inflexion de (C) et la

tangente a (C) en ce point est parallele a la droite D: y = — 4x.

5. Chacun des systémes suivants comportent deux équations.

+ +y+ +
(S { ))(( +2yy ZZ— 1 (52) { ))((+}}]/ Z2z = (55) { 2xx—i§l2yZ 2z=72
Pour chacun d'eux :
e exprimer, dans les deux équations, une inconnue en fonction des deux autres;
¢ résoudre, dans IR2, le systtme de deux équations dont les inconnues sont ces deux
dernieres ;
¢ et en déduire les solutions du systeme.

6. 1) Donner une équation du second degré dans IR ayant pour solutions les réels —1 et 2.
x—-y+z=0

2) En déduire les solutions dans IR3, du systeme :(S) { 4X +2y+2=0
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Travaux pratiques

Le lapin et le kangourou :

Le lapin avait fait 77 sauts quand le kangourou partit a sa poursuite.
Sachant que pendant que le lapin fait 13 sauts, le kangourou en fait neuf et que 3 sauts de
kangourou font autant que 8 sauts de lapin, combien de fois le kangourou devra-t-il sauter pour

rattraper le lapin ?

Stratégie de résolution
1) Poser x le nombre de sauts que doit faire le kangourou pour rattraper le lapin et y le nombre

de sauts faits par le lapin lorsqu'il est rattrapé.

| <

-
3

Montrer que x et y vérifient le systéme :
=77 _ x

< o0

2) Résoudre le probleme. 13 ?

Pour remplir un bassin d'irrigation, on dispose de trois robinets A, B et C.

Avec les robinets A et B, le bassin se remplit en 10 minutes.
Avec les robinets B et C, le bassin se remplit en 20 minutes.

Avec les robinets C et A, le bassin se remplit en 12 minutes.
1) Combien faut-il de temps pour remplir le bassin avec chacun des robinets fonctionnant

tout seul ?
2) Combien faut-il de temps pour remplir le bassin avec les trois robinets ouverts ensemble?

Stratégie de résolution
1) Poser a, b et ¢ les débits respectifs (en litres/min ) des robinets A, B et C et X la contenance

du bassin (en litres).

a. Montrer que 10a+10b = 20b+20c =12a+12¢c = X 10x+10y=1
b. Poser x =% , ¥ =Y etz=_C_ etrésoudre le systeme : < 20 y+20z=1
X 12x+127=1
‘g 1 1 1 . . . .
c. Vérifier que ~ ? et - sont les temps respectifs nécessaires pour remplir

le bassin avec les robinets A, B et C chacun fonctionnant tout seul.

2) Poser t le temps nécessaire pour remplir le bassin avec les trois robinets ouverts ensemble.

a. Montrer que t(a+b+c) = X.

b. En déduire que t(x+y+z) =1 et que t= !

X+y+z
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Avec l'outil informatique

Elaborer un programme de résolution des systemes de deux équations linéaires a deux

inconnues.
On développera un algorithme permettant :
* la saisie des coefficients,
¢ le calcul du déterminant,
e Ja décision de l'existence des solutions,

* l'affichage des solutions éventuelles.

1) Faire les exercices 15 et 16 de la rubrique "exercices et problemes".
2) Utiliser le logiciel "Menumath" pour vérifier les résultats obtenus précédemment.
3) Utiliser le méme logiciel pour résoudre des exemples de systetmes de p équations

linéaires a q inconnues (oup=2 etq=2)

Exercices et problémes

Résoudre par la méthode de substitution les systemes suivants :

Xx-2y=3 3x-y=9 2x+3y=4
3x+2y=1" 2x -3y =11 3x+y=5

Cocher la réponse correcte.
3x-y=2

1) Le systeme Y
x+5y=1

a. n'a pas de solution ;

b. a un seul couple solution ;

c. a une infinité de couples solutions.

2,
2. Le systeme x 3y—
3x-2y=3

a. n'a pas de solution ;
b. a un seul couple solution ;

c. a une infinité de couples solutions.
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Pour les exercices 2 a 7, résoudre les systémes proposés.

{5x—4y=45 .{5x—4y=45. {5X—4y=45

x+y=18 Xx+y=-18 ’ (x+y)2:324

{X+y=35 _ {X2+y2=35

3x -4y =112 3x% —4y” =112
= + — =
n ){X-I-Zy:l b y=X 12 | 3x - 2y=1
a C 2
3 — y=-4 =~ —x -2 Sy
y Y= 3 X 3y5
d){”y:l )ty +x -y - 3
Xty +(2x -y - =
2(x —y) —y=2(xty) -5y g g
X
f)y-1
3x -2y-1=0
{2x+y:14 _ 2x + Y =14
3x+2y=19 3x2 42 =19
6 | {X—2y=—2 . Jx -2y =-2
3x+7y=33 "~ 3Vx + 7y =33
1 1 1.1
T x y 4
2x+3y=— g+§:l
x y 2
Bl soitf:xis 45
x2-1

Déterminer les réels a et b tels que: pour tout xEIR-{-1, 1}

fx)=—2_ , _b
X+ 1 X -1

ﬂ Une somme de 2100M est composée de pieces de 100M et de pieces de 20M. Sachant

que le nombre total de pieces est 45, quel est le nombre de picces de chaque sorte?
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Résoudre dans IR? les systémes suivants :

X —y=5 X +2y=5
a.2x+y=1 b. ¢2x —3y= -4
x+3y= -7 -3x +8y =12
+ = —
2x 13y ! 4x +Sy= -5
+
cdx+ 23y=0 d. Ix+y= -2
Ix+ 1 3x+4y= -3
3 +y=0

.

2. Déduire I'ensemble des solutions de chacun des systémes suivants :

x—-5y=-38 x—-5y=-3%8
S 3x+2y=12,4 (D) 3x+2y=12,4
Sx+y=174 x+3y="7

a et b sont deux entiers pris parmi 1,2,3,4,5 ou 6.

ax +5y =2

On considere le systeme (S)
2x+by=3

1) a. Calculer le déterminant de ce systeme.
b. Pour quels couples (a , b) ce déterminant est nul ?
c. Pour chacun de ces couples, résolvez (S).

2) On jette simultanément deux dés, un dé rouge et un dé noir, dont les faces sont numérotées de
1aé6.
On note a le numéro porté par la face supérieure du dé rouge et b le numéro porté par la face

supérieure du dé noir.
Quelle est la probabilité que le systeme (S) correspondant au lancer des deux dés ait une

solution unique ?
On considere le systeme suivant :
ox + 2y=3
® |

a. On suppose que a = 7. Combien le systeme a t-il de solutions ?

3x+ y=9 ,0. est un parametre réel.

b. On suppose que o. = 6, le systéme a-t-il des solutions ?
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c. Déterminer o pour que le systéeme admette une solution unique.

1“8 En combinant la premicre ligne de ce systéme avec chacune des lignes suivantes, vérifier
que I'on obtient deux équations équivalentes :

X+2y—z=1
x+3y—-2z=5
3x+8y—-5z=11

Exprimer alors y en fonction de z, puis x en fonction de z.
En déduire que le systeme admet une infinité de triplets solutions dépendants du réel z.

En utilisant la méthode du pivot de Gauss, résoudre dans IR3 les systémes suivants :

2x — y+2z=-3 X+ty+tz=2
a.<2x+2y —3z=9 b-42x —y+3z=9
4x +4y — z=3 —XxXt+y+2z=2
2x —y+3z=0 2x +3y+5z=28
C.\X —y—z=2 d.<x+4y +5z=2
Xx+y — 2z=5 x+y — 10z=2
5x — 4y +z=1 6x—y —z=6
e) 2x+3y+z=35 f) ix+6y+3z=4
X+2y —z=3 X —y—z=1

Résoudre dans IR3 les systémes suivants :

2x —y+2z=-3 Xx+ty+z=2
a.<12x+2y —3z=9 b-<2x — y+3z=9
4x +4y — z=3 —Xty+2z=2
2x —y+3z=0 2x +3y+5z=28
C.i\Xx —y—z=2 d. <x+4y +5z=2
Xx+y — 2z=5 x+y — 10z=2
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Soit la fonction f: x > ax + b +L1
X -
1) Déterminer les trois réels a, b et ¢ tels que l'on ait f(-1) =—3 , f(2) =3 et {(3) = 3.

2) Dresser le tableau de variation de la fonction obtenue.

Xx —ytz=17
1) Résoudre dans IR3 le systeme : (S): {9x +3y+z= — 43
6x +y = =27

2) Soit la fonction f : x > x3 + ax2 + bx + ¢ ou a, b et ¢ sont trois réels.
On suppose que la courbe (C) de f dans un repere orthonormé (O, i , f)passe par les points
A(-1,16) et B(3 ,-16) et qu'elle admet au point B une tangente de vecteur directeur i.
a. Montrer que le triplet (a,b,c) est solution du systeme (S).

b. Déterminer alors la fonction f et dresser son tableau de variation.

Résoudre dans IR3 les systémes suivants :

{X—y+z=1 {3x+2y—z= -2
a. b.

x+2y+3=3y —z+4 x+2y+3z=4

x —2y=0 d Xty —2z= -5
c. .

X —y+5t=9 X+y+3z=0

Dans le méme magasin, trois amis achetent les mémes types d'articles :
* Mohamed : 1 feutre, 1 stylo a bille et 1 marqueur pour 1,550 dinar
* Ali : 5 feutres, 4 stylos a bille et 2 marqueurs pour 5,400 dinars.
* Ahmed : 3 feutres, 4 stylos a bille et 1 marqueur pour 3,500 dinars. Déterminer le prix

de chaque article.

Dans un champ de forme triangulaire, trois cheévres sont attachées, par une corde, a
chaque sommet du triangle.
Calculer les longueurs de chaque corde pour que les trois secteurs de champ a brouter
soient tangents deus a deux.
(On donne AB =65 m, AC=68 met BC=51m)
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Dans une classe, la moyenne des notes dans un devoir n’est pas satisfaisante.
Le professeur souhaite relever cette moyenne en prenant en compte le travail sérieux

fourni par 10 éleves.
S'il augmente de 1 point la note de chacun de ces dix éleves, la moyenne de la classe est égale 2 9.5.

S'il augmente de 2 points la note de chacun de ces dix éleves, la moyenne de la classe est égale a 10.

Trouver le nombre des éleves de la classe et la moyenne initiale.

23 Deux villes A et B sont distantes de 46km; le trajet AB comporte du terrain plat, une
] p p

montée et une descente. Un cycliste va de A en B en 2h30mn, et revient de B en A en 2h24mn.

On suppose que les vitesses moyennes du cycliste sur les trois portions sont respectivement

20km/h, 12km/h et 30km/h.
On désigne par x la longueur de la portion plat, y celle de la montée et z celle de la descente.

1) Montrer que les réels x, y et z sont solutions dans IR? du systéme :

X+y+z=46
3x +5y+ 2z =150
3x+2y+5z=144

2) a. Résoudre dans IR3 le systéme (S).
b. En déduire la longueur de chacune des portions du trajet AB.

Dans un désert, il y a des serpents, des souris et des scorpions.

Chaque matin, chaque serpent mange une souris.

Chaque midi, chaque scorpion pique un serpent (et ¢a ne pardonne pas)
Chaque soir, chaque souris mange un scorpion.

Au bout d'une semaine, il ne reste plus qu'un animal : une souris.

Quel était au départ le nombre de serpents, de souris, de scorpions ?
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Mathématiques et culture

Résolution des systemes d'équations linéaires par les mathématiciens chinois

A l'antiquité les mathématiciens chinois utilisent les baguettes pour écrire et pour résoudre
les systemes d'équations linéaires.

Les baguettes a calculer, que l'on dispose sur une planche de bois quadrillée (une sorte
d'échiquier) apparaissent vers le I1° siecle avant JC et sont d'un usage courant jusqu'au
XIII° siecle apres JC. Ce support, a deux dimensions, permet le développement de calculs
complexes: Ainsi, on trouve la méthode du pivot de Gauss pour la résolution des systemes
d'équations linéaires 3x3 des le I° siecle avant JC!

ALY (SR X 42 48 )

touoy 3X+2% +X =39
oW U 2x + 3% +R = 34
W 1 '

— =1 E%m A+ rig = 24

l,‘xﬁ#! ’fi‘ (51{*1“&1-!1 0]
2RI sz mag

*riewssd §  Principe de la résolution par les baguettes

Cette disposition permet bien siir ['écriture d'un
systeme d'équations linéaires, mais aussi sa
résolution comme le montre la figure ci-contre.
En multipliant et soustrayant les colonnes, on
obtient de proche en proche un systéme
triangulaire qu'on sait résoudre facilement.

3% =11

A la suite de contacts avec les arabes, la technique du calcul indien avec les chiffres
arabes les mathématiciens chinois adoptent avec entousiasme le nouveau calcul pour
rendre plus simple la résolution des systemes d'équations linéaires.
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La Logique Mathématique

PLAN DU CHAPITRE

. Notion de proposition, table de vérité
Il. Négation d'une proposition
lll. Les connecteurs logiques

Travaux pratiques

Avec l'outil informatique

Exercices et probléemes

Mathématiques et culture
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La logique mathématique

I. Notion de proposition , table de vérité

Activités préliminaires

1. Soient les énoncés suivants :

E; : il fait froid.

E, : 2x + 3 a un signe constant lorsque x varie dans IR
E; : une imprimante est un périphérique de sortie.

E, : si x est un multiple de 4 alors x est pair

Es : le ballon est sphérique.

E¢ : L'équation 5x + 7 =0 a une solution

E; : La représentation de la fonction : X x2 -2 | x| est une parabole.
Recopier le tableau ci-dessous et inscrire chacun des codes : E(, E, , E5 , E, ,E5 et Eq des
énoncés ci - dessus dans la colonne convenable :

Proposition vraie Proposition fausse n'est pas une propostion

Solution

- L'énoncé E; est vrai pour certains et faux pour d’autres (c’est relatif). E; n’est pas une
proposition.

- E, et E; sont deux propositions fausses.

- E; et E, sont deux propositions vraies.

- L'énoncé E5 n’est pas une proposition car un ballon de football est sphérique et un ballon de
rugby ne 1’est pas.

- L'énoncé E n’est pas une proposition car il est vrai dans IR et faux dans IN.
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Définition 1

On appelle proposition tout énoncé pouvant étre exclusivement vrai ou faux.

Une proposition est aussi appelée assertion et elle est généralement désignée par une lettre
minuscule: p,q,rous ...

Définition 2

Une proposition qui contient une variable est appelée une fonction propositionnelle

- Certaines fonctions propositionnelles sont vraies quelque soit la variable.

Exemple : si x est un irrationnel alors 2x est irrationnel. Cette fonction est appelée une
tautologie.

- D'autres sont fausses quelque soit la variable.

Exemple : si x est un réel alors x2+1< 0. Cette fonction est appelée une antilogie.

Table de vérité
Soit p une proposition. On affecte a p le nombre 1 si elle est vraie et O si elle est fausse.
On schématise ce fait par :

un arbre de choix ou un tableau appelé table de vérité de p
. P
1
P
0
0

Si on considere deux propositions p et q il y aura quatre issues possibles qu'on schématise
par :

un arbre de choix ou une table de vérité
P qq
1
1 1
q
1 0 1 0
P 0o 1
0
q
0 0 O
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Auto évaluation

1. Pour chacun des énoncés suivants, indiquer la valeur de vérité 1(s’il est vrai) ou bien O (s’il
est faux) et faire la discussion lorsque le cas s’impose :

E; : le milieu de [AB] est aligné avec A et B.

E, : deux droites non paralleles sont sécantes.

E; : (a + b) et (a — b) sont pairs lorsque a et b sont deux entiers de méme parité

E,:U,=0,. qrP+l (out U est une suite géométrique de raison q)

Es : la courbe d’une fonction affine est la tangente a elle - méme en I’un quelconque de ses
points.

E¢: a+b>a-b

(Justifier en particulier le fait que E, et Eq ne sont pas des propositions)

2. 1) Combien y aura-t-il d'issues possibles si on considere trois propositions p, q et r
simultanément ?
2) Dresser la table de vérité qui schématise cette situation.

II. Négation d'une proposition

Activités de découverte

1. Soit E I'ensemble des multiples de 3 inférieurs a 20 et soit la fonction propositionnelle :
p(n): " n est multiple de 6 "
1) Définir I'ensemble E en extension (Donner la liste des éléments de E)
2) Déterminer I'ensemble A des éléments de E pour lesquels p(n) est vraie.
3) Déterminer 1'ensemble B des éléments de E pour lesquels p(n) est fausse.

2. Nier chacune des propositions suivantes et donner la valeur de vérité de la proposition et de
sa négation :
p : Excel est un tableur.
q : IN est inclus dans IR
r : Cette séance est une séance d'informatique.
s : Le turbo pascal est un langage compilé
t : Une suite arithmétique non nulle dont la raison est comprise entre -1 et 1 a pour limite 0.

3. 1) Soit p une proposition, dresser la table de vérité de la proposition non (non p).

Conclure.
2) En déduire le complémentaire du complémentaire d'une partie A d'un ensemble E.
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Négation d'une proposition
La négation d'une proposition p est une nouvelle proposition

p non p
notée non p et définie par la table de vérité ci-contre. 1 0
Remarque : non (non p) et p ont la méme valeur de vérité 0 1

Définition d'une partie en compréhension
Une partie A d'un ensemble E dont les éléments vérifient une fonction
propositionnelle p(x) sera définie par :
A= {x€E; p(x)estvraie} ou plus simplement: A={x€EE; px)}
c'est une définition de A en compréhension.

Complémentaire d'un ensemble
Une partie B d'un ensemble E dont aucun de ses éléments ne vérifie une fonction
propositionnelle p(x) sera définie par:
B={x€E; p(x)estfausse} ou plus simplement: B ={x&E; non (p(x)}
c'est une définition de B en compréhension.
La partie B ainsi obtenue est appelée le complémentaire de A par rapport a E.

Onnote: B=Cf ouB=A

Auto évaluation

Définir en compréhension le complémentaire de chacun des ensembles suivants :
A={x€EN,x<4} (dansIN)

B={x€R x=4} (dansIR)

C = l'ensemble des éleves présents le jour du devoir (dans la classe)

D = l'ensemble des multiples de 2 (dans IN).

III. Les connecteurs logiques

1) Conjonction et disjonction

Activités de découverte

1. On considere le montage électrique suivant :

L

_®_
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I —————————————————————————————————————————§
Soit p la proposition qui indique 1'état de I'interrupteur I
(p aura pour valeur 1 si I est fermé et O si I est ouvert)
On considerera de méme les propositions q et r qui indiquent respectivement 1'état de
l'interrupteur J et de la lampe L.
Résumer toutes les situations possibles pour p,q et r dans une méme table de vérité.

» La valeur de vérité de la proposition r dépend de celles de p et q, ainsi, aux deux
propositions p et q , on vient d'associer une troisieme proposition notée (p et q)
ou encore (p A q) et appelée conjonction de p et q.

2. On considere le montage électrique suivant :
L

&

| f
Ly

Soit p la proposition qui indique 1'état de l'interrupteur I

(p aura pour valeur 1 si I est fermé et O si I est ouvert)

On considérera de méme les propositions q et r qui indiquent respectivement 1'état de

l'interrupteur J et de la lampe L .
Résumer toutes les situations possibles pour p, g et r dans une méme table de vérité.

»La valeur de vérité de la proposition r dépend de celles de p et q, ainsi, aux deux propositions
p et g, on vient d'associer une troisiéme proposition notée (p ou q)
ou encore (p\vq) et appelée disjonction de p et q.

3. Soit E un ensemble et A et B deux parties non vides de E définies par :
A={x€E; px) }etB={x€E;qx)} oupk)etq(x) sont deux fonctions
propositionnelles.
Définir, en compréhension, les ensembles A N B et A U B.

4. Soient p, q et r trois propositions.
1) Vérifier, a 'aide d'une table de vérité, que les propositions p A q et qA p
ont la méme valeur de vérité.
2) Vérifier, a 1'aide d'une table de vérité, que les propositions (P A Q) At et p A (qQAT)

ont la méme valeur de vérité.

5. Soient p, q et r trois propositions.
1) Vérifier, a l'aide d'une table de vérité, que les propositions pv q et qv p
ont la méme valeur de vérité.

2) Vérifier, a 1'aide d'une table de vérité, que les propositions (P v vr et PVvV(QVvr)

ont la méme valeur de vérité.
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6. Soient p et q deux propositions.

1) Vérifier, a I'aide d'une table de vérité, que les propositions non (p A q) et

[ (non (p) v non(q)] ontla méme valeur de vérité.

2) En déduire que les propositions non (pv q) et [(non (p) A ( non(q)] ont la méme valeur
de vérité.
7. A et B sont deux parties d'un ensemble E définies en compréhension par :

A={x€E;px)} et B={x€EE;q(x)} (oupetq sontdeux propositions )
1) Rappeler la définition en compréhension de :

a. A et B
b.AUB et ANB
c. AnB et AUB

2) Utiliser les résultats de l'activité 6 pour montrer que :

a., AUB=ANB

b.ANB=AUB

8. Soient p, q et r trois propositions.

1) Vérifier, a I'aide d'une table de vérité, que les propositions PV (qAT)

et PV PAPVT) ontla méme valeur de vérité.

2) En déduire que les propositions P A (qvr)et(pAq) Vv (pAT) ont la méme valeur de
VErité.

3) Déduire que si A, B et C sont trois ensembles alors :

AUBNC=AUB)N (AUC) et AN BUOC=AN B)UAN O

Connecteur logique

Un connecteur logique est une opération qui a deux propositions associe une troisieme.
Conjonction

P g pPAq
Définition
La conjonction est un connecteur logique qui a deux propositions aE 1
p et q associe la proposition (p A q) qu'on appelle la conjonction 10 0
de p et q et qu'on lit p et q définie par la table de vérité ci-contre : 8 (1) 8

Théoreme
Si deux parties A et B d'un ensemble E sont définies respectivement par les propositions p
et q alors l'ensemble A M B est définie par la conjonction (p A q).
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I —————————————————————————————————————————§
Propriétés
* Les propositions (p A q) et (Q A p) ont la méme valeur de vérité : on dit que la
conjonction des propositions est commutative.
* Les propositions [(p A q) Ar)] et [p A (q Ar)] ont la méme valeur de vérité : on dit que
la conjonction des propositions est associative.

Disjonction P 9 PV (q
Définition 11 1
La disjonction est un connecteur logique qui a deux propositions p 1 0 1
et q associe la proposition (p\/ q) qu'on appelle la disjonction de p 0 1 1
et q et qu'on lit p ou q définie par la table de vérité ci-contre: 0 0 0

Théoreme
Si deux parties A et B d'un ensemble E sont définies respectivement par les
propositions p et q alors I'ensemble A U B est défini par la disjonction (p v q).

Propriétés

* Les propositions (p vv q) et (q \v p) ont la méme valeur de vérité.
On dit que la disjonction des propositions est commutative.

* Les propositions [(p V q) V1) ] et [p v (qvr)] ont la méme valeur de vérité. On dit que
la disjonction des propositions est associative.

* La négation de la disjonction ( p\/ q ) est la conjonction [(non (p) A non(q)]

* La négation de la conjonction (p A q) est la disjonction [(non (p) \v non(q)]

* Les propositions pyy (qATr)et(py q A(p v r) ont la méme valeur de vérité.

* Les propositionsp A (q v r)et(pAq) v (pAr)ontlaméme valeur de vérité.

On dit que la conjonction et la disjonction sont distributives 1'une par rapport a 1'autre.

Théoreme (Lois de MORGAN ).
Si A et B sont deux parties d'un ensemble non vide E alors on a :

a.AUB=ANB

b ANB=AUB

Auto évaluation

1. 1) Proposer deux conjonctions qui sont vraies et deux autres qui sont fausses.
2) Proposer deux disjonctions qui sont vraies et deux autres qui sont fausses.

2. Donner la valeur de vérité de chacune des propositions suivantes :
p: (3<5 et 4#1+3)
qg: (5=3+2 et toutcarré est un rectangle).
r: (le I mai on n'a pas classe et le 1°' janvier on a cours ).
: (Alger est la capitale du Maroc et Tripoli est la capitale du Liban ).
: ( En pascal chaque instruction doit se terminer par un point-virgule et en basic chaque
ligne doit étre numérotée)

- »
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3. Donner la valeur de vérité de chacune des propositions suivantes :
p: (3<5 ou 3=5)
q : (tout rectangle est un carré ou tout carré est un rectangle).
r: (le 1°" mai on n'a pas classe ou le 1°' janvier on a cours ).
s : (Alger est la capitale du Maroc ou Tripoli est la capitale du Liban ).
t : ( En pascal chaque instruction doit se terminer par un point-virgule ou en basic chaque
ligne doit étre numérotée).

4. Donner la négation de chacune des propositions ci-dessous :
p : " la voiture de ton pere est rouge ou bleue "
g : " je n'ai qu'un seul ami ou deux "
r: " les voitures dont la puissance est quatre ou cinq chevaux payent la méme taxe "

5. Compléter :
1) x & (A UB) signifie x €A ...x&B
2) x & (ANB) signifie ...

2) Implication et équivalence

Activités de découverte

1. p et q étant deux propositions données, dresser la table de vérité de la disjonction
[non(p) v q ] .

» La proposition [non(p)\, q] est appelée implication de p et q.
on la note : p = q et on lit : p implique q.

2. D'apres la table de vérité de I'implication établie dans l'activité précédente, la proposition
"p = q" n'est fausse que dans le seul cas ou p est vraie et q est fausse.
Donc pour montrer que" p = q " est vraie il suffit de montrer qu'on n'est pas dans ce cas.
Déterminer la valeur de vérité de chacune des propositions suivantes :
p: " 20 est un multiple 5 implique 13 < 15"
g: " 20 est un multiple 5 implique 13> 15"
r: " Aujourd'hui c'est dimanche implique on a cours "
s: " Aujourd'hui c'est dimanche implique on n'a pas cours "

3. 1) Montrer a l'aide d'une table de vérité que l'implication n'est pas commutative.
» L'implication "q = p " est appelée la réciproque de "p = q "

2) a. Proposer deux exemples d'implication vraie dont les réciproques sont vraies.
b. Proposer deux exemples d'implication vraie dont les réciproques sont fausses.
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4. p et g étant deux propositions données, montrer que les implications " p = q "et
petq prop q p p=q
"non(q) = non(p) " ont la méme valeur de vérité.

» L'implication " non(q) = non(p) " est appelée la contraposée de "p=q "

5. Soient deux fonctions propositionnelles p et q et deux parties A et B d'un ensemble E
tellesque A={xEE;pXx) },B={x€EE;qXx) }.
Montrer que les deux propositions " A CB " et "p=q" ontla méme valeur de vérité.

6. Donner la table de vérité de la conjonction ((p=q)A (q=>p))

» La proposition (( p=>q ) A (q=> p)) est appelée équivalence de p et q ,
on la note : p < q et on lit : p équivalente a q.

7. Soit p et q deux fonctions propositionnelles et A et B deux parties d'un ensemble E telles
que A={x€E;px) }, B={x€E;qX) }.
Montrer que les deux propositions " A=B " et "p < q" ont la méme valeur de vérité.

Implication

Définitions

* L'implication est un connecteur logique qui a deux propositions
p et q associe la proposition notée (p = q) et dont la

valeur de vérité est celle de la proposition [non(p) v q ] P q p=q
on lit : p implique q 11 1
ou si p alors q 1 0 0
0 1 1
(p = q) est alors définie par la table de vérité ci-contre. 0 0 1

* L'implication " q = p " est appelée la réciproque de l'implication

"p=q"
Une implication et sa réciproque peuvent ne pas avoir la méme

valeur de vérité
par suite 1'implication n'est pas commutative.

* La contraposée d'une implication ( p = q) est I'implication [(non(q) = non(p)]
Une implication et sa contraposée ont la méme valeur de vérité.
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Théoreme
Si A et B sont deux parties d'un ensemble E définies respectivement par :
A={x€E;px)}etB={x€E;q(x)} (oupetqsontdeux propositions )

alors l'inclusion ( A C B) a la méme valeur de vérité que l'implication (p = q ).

Equivalence
Définition
L'équivalence logique est un connecteur logique qui a deux propositions p et q associe la

proposition notée (p < q) et dont la valeur de vérité est celle de la proposition
[(p=9 A(qg=p)]

: (o N P 94 P<=(q
on lit : p équivalent a q
ou p si et seulement si q i (1) (1)
(p = q) est alors définie par la table de vérité ci-contre. 0 1 0
0 0 1

Théoreme
Si A et B sont deux parties d'un ensemble E définies respectivement par :
A={x€E;pkx)tetB={x€E;qXx)} (oupetqsontdeux propositions )

L'égalité ( A = B) ala méme valeur de vérité que I'équivalence (p < q).

Auto évaluation

1. On considere les propositions suivantes :
p : je suis en 3¢me Sciences informatiques
q: (U,) est une suite arithmétique ((U,) est la suite de terme général U, = 2n - 3)
r : I'année derniére j'étais en 1¢r année secondaire.
Donner la valeur de vérité de chacune des implications suivantes:

a.p=gq b.q=p c.T=p dr=q e. q=r

2. On considere les trois énoncés suivants :
p : tout réel admet une racine carrée
q : le carré d'un entier impair est un entier pair
r : une équation du second degré peut admettre trois solutions.

L'implication [( p A q) = r] est - elle vraie ou fausse ?
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3. Pour chacune des propositions ci-dessous, donner :
1) La valeur de vérité
2) La réciproque et sa valeur de vérité
p:(0x2#0)= (2%#0)
q: (12 est pair) = ( 11 est premier )
r: (Un carré a quatre cotés isométriques ) = (Un losange a quatre angles isométriques)
s : (Tout triangle isocele est équilatéral ) = (Tout triangle isocele est rectangle)

4. Donner la valeur de vérité de chacune des propositions ci-dessous, :
p:(0x2#20)<= (2%0)
: (12 est pair) < ( 11 est premier )
r: (Un carré a quatre cotés isométriques ) < (Un losange a quatre angles isométriques)
s : (Tout triangle isocele est équilatéral ) < (Tout triangle isocele est rectangle)

el

5. Dans chacun des cas suivants dire si les deux ensembles A et B sont égaux (P est I'ensemble

des points du plan)

DA={Mxy) €EP;x2+y2+ax+by+c=0 ola,betc sont des réels}

2 2
B est le cercle de centre 1 (_ ; , — %) et de rayon r = }#

—> —>
2)A={M€EP,ME . MF =0;EetF sontdeux points distincts donnés}

B est le cercle de diametre [EF].
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Travaux pratiques

Fonction caractéristique d'un ensemble
Soit E un ensemble, pour toute partie A de E la fonction caractéristique de
I'ensemble A est la fonction notée 14 et définie de la maniere suivante :

1o :EB R

1si xeA
X )

0si xgA

Onaalors A= {x€E, 1, (x)= IJetA= {xEE, 1, (x)=0}
Dans toute la suite on désigne par A, B et C trois parties de E.

a. Déterminer les fonctions caractéristiques respectives de E et de @

b. Montrer que Iy = 1-1,

( c'est-a-dire pour tout x élémentde Eona 1_(x)=1-1,(x))

Montrer que :

a.ACB©1AslB
b'A=B©1A=1B

Montrer que :

a. lAmB = lA-lB
b. lAuB: 1A+1B_ lA.lB

n Retrouver alors les lois de MORGAN :
AUB=AN E_

ANB=AUB

Application : montrer que

si. AN B=ANCet(AUB=AUC) alorsB=C
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Avec l'outil informatique

Soit le programme " logique "ci-dessous :

Program Logique;

uses wincrt;

var vp,vq:integer;

Begin

Write('Entrer la valeur de vérité de p, vp =');

ReadlIn(vp);

Write('Entrer la valeur de vérité de q, vq =');

ReadlIn(vq);

if (vp=1) and (vg=1) then

begin

Write ('la valeur de vérité de la conjonction (p et q) est 1) ;
End

Else

Writeln('la valeur de vérité de la conjonction (p et q) est0 ') ;
End.

1) Déterminer la tache de ce programme ?

2) Compléter le pour qu'il affiche - en plus -la valeur de vérité de la disjonction (p v q)
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Exercices et problemes

Nier les propositions suivantes :
1) Cette robe est bleue ou rouge.
2) Tous les tableaux sont noirs
3) Notre hote n'a bu ni du thé ni du café.
4) Il n'a raté qu'une seule question

Donner la négation de chacune des propositions suivantes :
P : la classe 3°™°SI; contient au plus 30 éleves.
q : la classe 3°™ SI, contient au moins 30 éleves.
r : Toutes les classes 3°™ SI contiennent au plus 30 éléves.
s 1 Aucune des classes 3°™ SI ne contient 30 éleves.

1) Résoudre le systeme : { (x-1)(y-2)=0 (xety sont des réels)
(x-2)(y-3)=0
2) Déduire I'ensemble des couples de réels (x, y) vérifiant :
(x-1)y-2)#0 ou (x-2)(y-3)=0

n Soit E I'ensemble des entiers naturels n tels que 1 < n < 50.
Onpose : F={n€&€E,nestpremier}, G={n € E,n <25}, p(n) : nest premier
etq(n):n <25.
1) On considere les ensembles A= {n € E,p(n) etq(n)} et B={n EE, p(n) ouq(n)}
Définir chacun des ensembles A, B et C en extension.
2) Exprimer chacun des ensembles A, B et C a l'aide de F,G

P, q et r sont trois propositions. Utiliser une table de vérité pour montrer que la
1 . .. Ut ble de Vérité 1
proposition : ([(p=q)A(q=r1)]= (p=1)) estune tautologie.

Remarque : pour exprimer ce résultat on dit que 1'implication est transitive.
2) Utiliser le résultat précédent pour déterminer la valeur de vérité de l'implication :

Si (2 <3 = tout rectan gle est un parallélogramme ]
i

et tout rectan gle est un parallélogramme = 2517 est divisible par 3
alors ( 2<3 = 2517 est divisible par 3 )
n 1) Que peut-on dire de trois ensembles A,BetCtelsque: ACB,BCCetCCA?

2) Justifier votre réponse en utilisant les définitions et les propriétés de connecteurs
logiques adéquats.
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Former les négations des propositions :

a(pvqg Ar b.(pArq)vr ¢ =9 d. p&9)
ep=>q9Aar f. (nonp=q)vnonr

n Formuler la contraposée de :
Dlx[#ly|=x#y
2)(x-4=0)= x2=16
3az0=2a=1

4)-1<a<l=a>a?

n 1) Rappeler la négation de chacune des propositions: p=q, q=p et p<q
(Résultats de I'exercice 7).
2) Formuler la négation de chacune des propositions ci-dessous :
a. a<b=ac<bc.
b. a<b < ac =bc.
Trouver dans chaque cas des réels a, b et ¢ tels que les négations soient vraies :

Soient A et B deux parties non vides d'un ensemble E, démontrer les équivalences

logiques suivantes :
I)ACB <=

188 Soit p et q deux fonctions propositionnelles et A et B deux parties d'un ensemble E telles
que A={x€E;pKx)}, B={x€EE;q(x)}.
Définir en compréhension les ensembles suivants a I'aide de p et q :
) ANB 2) AUB
3) (AUB)NB 4)ArB

Formuler a I'aide des connecteurs "A" et " V" les négations des propositions suivantes :

) (p=q)Ar
2) (pvq)=r
3) (p=q )=r.
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Démontrer les équivalences logiques suivantes :
D) [non(p= q)] < [p A nongq]
2) [non (nonp V q)] < [p Anonq]
HlpAgq)=r] = [p=(q= 1] = [p=(nonqvr)]

Pour choisir un ministre parmi trois candidats A,B et C, un roi les a soumis a une
épreuve : sur la té€te de chacun d'eux, on place une boule qu'il ne voit pas, mais il voit
celles qui sont sur les tétes de ses concurrents. Les candidats savent que les boules sont
choisies parmi cinq parmi les quelles trois sont noires et deux sont blanches. Le premier
qui arrive a déterminer la couleur de sa boule sera ministre mais s'il se trompe, sa téte
sera tranchée.

Le candidat A qui voit une boule noire sur la téte de chacun de deux autres et
remarquant qu'aucun d'eux n'a rien dit, affirme avec sireté : " j'ai une boule noire ".
Expliquer son raisonnement. (Conte oriental)

Les cannibales d'une tribu se préparent a manger un missionnaire, lui proposant de
décider de lui-méme de son sort, en faisant une courte déclaration. Si celle-ci est vraie,
il sera roti; si elle est fausse, il sera bouilli. Par quelle déclaration le missionnaire peut-
il leur imposer une troisieme solution ? (D'apres Cervantes™)

* Miguel de Cervantes : écrivain espagnol 1547-1616.

281



Mathématiques et culture

* La logique mathématique est née a la fin du XIXe siecle de la logique au sens
philosophique du terme. Ses débuts furent marqués par la rencontre entre deux idées
nouvelles :

* la nécessité dile a la complexification des mathématiques et a l'apparition de
paradoxes de donner une fondation aux mathématiques ;

¢ la découverte par George Boole (1815 — 1864) de l'existence de structures algébriques
permettant de définir un « calcul de vérité ».

La logique mathématique a donc repris l'objectif de la logique, étudier le
raisonnement, mais en se restreignant au langage des mathématiques qui présente
l'avantage d'étre extrémement normalisé. C'est ce qui a rendu possible la définition de
divers systemes logiques formalisant le raisonnement en mathématique et le développement
tres rapide de la logique mathématique au cours du XXe siecle. Avant de trouver son nom
actuel, attribué a Giuseppe Peano, la logique mathématique s'est appelée logique
symbolique (en opposition a la logique philosophique) et métamathématique
(terminologie de Hilbert).

Aujourd'hui la logique mathématique s'est ramifiée en de nombreux sous domaines, dont
la plupart n'ont que trés peu a voir avec les objectifs initiaux des mathématiciens du XIXe
siecle, mais sont des disciplines mathématiques a part entiere. On compte notamment :

* la théorie des ensembles ;

* la théorie de la démonstration ;

* la théorie des modeéles ;

* la théorie de la calculabilité ...
George BOOLE : 1815 — 1864

Mathématicien britannique, créateur de la logique mathématique
moderne, Boole applique a la logique les méthodes de 1'algebre
binaire, qui n'admet que les deux valeurs 1 et O (vrai et faux).. Au-
dela de sa valeur théorique, l'algebre booléenne, qui unifie la
logique et les mathématiques, jette les bases de I'électronique
numérique et de l'informatique.

Askar Lotfi ZADEH :

Professeur a I’université de Berkeley en Californie, d’origine

iranienne, il a formulé en 1965 « la logique floue » en introduisant

la théorie des "sous-ensemble flous". La logique floue sert a pouvoir

programmer un ordinateur pour qu'il contrdle une machine un peu

comme le ferait un €tre humain. Les principaux domaines de

recherche et d'application de la logique floue sont :

-Automatisation : production de fer et de l'acier, purification de
l'eau...

-Instrumentation : capteurs, reconnaissance de voix...

- Ordinateurs : opérateurs, unités arithmétiques, ...

-Traitement d'information: base de données, recherche
d'information, ...
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Arithmétique @

PLAN DU CHAPITRE

|. Raisonnement par récurrence
[I. Divisibilité
[ll. Plus grand commun diviseur
I\V. Nombres premiers entre eux
V. Plus petit commun multiple
VI. Nombres premiers

Travaux pratiques

Avec l'outil informatique

Exercices et probléemes

Mathématiques et culture
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Arithmétique

I. Raisonnement par récurrence

Activités préliminaires

1. 1) Calculer :
PB,1B3+23, 134234+ 33, 13423+ 334+43 13+23+ 33443 + 53
2) Que peut-on conjecturer sur la somme S = 13+23 + ... + n3 ol n est un entier naturel
non nul ?

n’—n

2. On considere la suite (u,) définie sur IN par u, =

1) Vérifier que uy ,u; ,u, ,u3 ,u, etus sont des entiers naturels
2) Peut-on affirmer que pour tout entier n, u, est un entier ?

Activités de découverte

3. Soit A un ensemble d'entiers naturels vérifiant les deux conditions :
1- 1€A
2- Sin€Aalorsn+2 €A
1) Expliquer le fait que 7 € A.
2) Citer d'autres éléments de 1'ensemble A.

4. Soit E un ensemble d'entiers naturels vérifiant les deux conditions :
1- 0O€E
2- Sin€E,alorsn+ 1 €E

On se propose de montrer que E = IN.

On a évidemment E C IN, il suffit alors de montrer que IN C E , on fait alors un
raisonnement par l'absurde : supposons que IN contient au moins un élément qui n'appartient
pas a E, soit alors p le plus petit entier qui n'appartient pas a E.

1) Vérifierque p>0etque (p—1) €EE.

2) Trouver alors la contradiction et conclure.

n’—n

5. On reprend la suite (u,) définie sur N par u, = (activité n°2)

Soit E 'ensemble des entiers n tels que u,, est un entier.

1) Vérifier que 0 € E.
2) Soit n € E. Montrer que u,,; = u, + n + n et déduire que n + 1 € E. Conclure que pour
tout n € IN, on a u, entier (utiliser la régle obtenue dans I'activité n°4)
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»> ¢ E = INveut dire que la propriété " u, est un entier " est vraie pour tout n € IN
* Le raisonnement effectué dans 1’activité n°5 s’appelle raisonnement par récurrence.

Raisonnement par récurrence :

Théoreme (admis)

Soit P, une propriété qui dépend de I’entier naturel n. Sion a:

1) la propriété P, est vraie (k € IN),

2) pour tout entier naturel n tel que n > k, (P, est vraie = P, est vraie)
Alors pour tout entier naturel n tel que n = k, P, est vraie.

Auto évaluation

1. 1) Montrer par récurrence que pour toutn € IN,2°> 1 +n

2) Montrer plus généralement que pour tout n € IN, (1 + a)» =1 + na ou a est un réel
strictement positif.

2. On pose pour n entier naturel non nul : § = 1 + 1 + L 1

et/
1) Calculer S, , S, , Sz et S, 1223 34 n(n +1)
2) Que peut-on conjecturer sur l'expression de S, ?
3) Faire une démonstration par récurrence du résultat conjecturé.

3. 1) Soit l'entier a, = 10" + 1. On suppose que a, est multiple de 9.
a. Vérifier que a,,; =9.10" +a,
b. Déduire que a, . est multiple de 9
2) Peut-on dire que pour tout n € IN, a,, est multiple de 9 ?

2'-2 2°-2 2°-2 27-2

4. 1) Vérifier que , , et sont des entiers naturels.
1 3 5 7

n

2) A-t-on pour tout entier n impair, est un entier naturel ?

(traiter le cas ot n = 9)
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II. Divisibilité
Activités préliminaires

1. Soit n = 571a ol a désigne le chiffre des unités dans 1’écriture décimale de n.
1) Pour quelles valeurs de a I’entier n est-il divisible par 2 ?
2) Pour quelles valeurs de a I’entier n est-il divisible par 4 ?
3) Pour quelles valeurs de a I’entier n est-il divisible par 3 ?

2. Soitn = 10a8b ol a et b désignent respectivement le chiffre des centaines et le chiffre des
unités dans I’écriture décimale de n.

1) Déterminer les couples (a, b) tels que a + b soit divisible par 3.

2) Pour quelles valeurs de a et b I'entier n est-il divisible par 2, par 3 et par 5 ?

3) Pour quelles valeurs de a et b l'entier n est-il divisible par 5 et par 9 ?

3. Effectuer la division euclidienne de a par b dans chacun des cas suivants :
l)a= 238 b=4
2)a= 238 b=8
3)a=2007 b=10
4)a=2007 b=9

Activités de déecouverte

4. Soit a un entier naturel non nul.
1) Vérifier que 1 divise a et que a divise a.
2) Soient m et n deux entiers naturels non nuls tels que m < n.
Prouver que am™ divise a?

5. Soit a, b deux entiers naturels non nuls.
1) Montrer que si a divise b et b divise a, alors a = b.
2) Soit ¢ un entier naturel. Montrer que si a divise b et b divise ¢, alors a divise c.

6. Soit a, b et d trois entiers naturels, tels que d soit non nul.
1) Montrer que si d divise a alors d divise ab
2) On suppose que d divise a et d divise b. Montrer que :
a.ddivisea+b
b. Lorsque a>=b , d divise a — b.

Divisibilité
Définition
Soit a et d deux entiers naturels, tels que d soit non nul.

On dit que a est divisible par d, s’il existe un entier naturel k tel que a = dk.

Vocabulaire
Si un entier a est divisible par un entier non nul d, alors on dit que d est un diviseur de a et
que a est un multiple de d.
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Propriétés

* Pour tous entiers naturels a, b et c tels que a et b soient non nuls on a :
1 divise a et a divise a.
Si a divise b et b divise a, alors a = b.
Si a divise b et b divise c alors a divise c.

* Soient a, b et d trois entiers naturels, tels que d soit non nul.
Si d divise a alors d divise ab.
Si d divise a et d divise b alors d divise a + b.
Sid divise aet d divise bet a > b alors d divise a — b.

Conséquence
Sid divise a et d ne divise pas b alors d ne divise pas a + b

Division euclidienne :

Soient a et b deux entiers tels que b# 0. Effectuer la division euclidienne de a par b c’est
trouver I’unique couple d’entiers (q, r) tel que :
a=bq +r avec0=< r<b.
Vocabulaire
a est le dividende, b est le diviseur, q est le quotient et r est le reste.

Auto évaluation

1. Répondre par vrai ou faux, sans faire de calcul.
245024 + 9172 est divisible par 4.
99993393 + 203 est divisible par 3.
32568115 — 30290 est divisible par 5.

2. 1) Montrer que si un entier naturel n est pair alors n2 est pair.
2) Montrer que si un entier naturel n est impair alors n? est impair.
3) Montrer que pour tout entier naturel n, I’entier n(n? + 3) est pair

3. 1) Montrer que pour tout entier n, n(n + 1) est pair.
2) En utilisant le raisonnement par récurrence, montrer que pour tout entier naturel n > 0,

6 divise 5n3 + n.

4. 1) Déterminer I’ensemble des entiers naturels n, tels que n divise n + 8.
2) Déterminer I’ensemble des entiers naturels n, tels que n divise 12 — 3n
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5. On considere les divisions euclidiennes respectives de a et a' par b :
a=bq +r avec) <sr<b eta'=bq +r avecO=<r<b

1) Montrer que le reste de la division euclidienne de a + a' par b est égal au reste de la
division euclidienne de r + r' par b.

2) Montrer que le reste de la division euclidienne de a2 par b est égal au reste de la division
euclidienne de r2 par b.

3) Déduire les restes possibles de la division euclidienne de n? par 5, ot n est un entier
naturel.

ITI. Plus grand commun diviseur

1. 1) Déterminer les diviseurs de 135.
2) Trouver les diviseurs communs a 135 et 3465 (on ne demande pas de trouver les
diviseurs de 3465)
3) Déduire PGCD (135 , 3465) (plus grand commun diviseur a 135 et 3465).
4) Vérifier que 'ensemble des diviseurs communs a 135 et 3465 est égal a I'ensemble des
diviseurs de leur PGCD.

» PGCD (a,b) est aussi noté a A b.

2. 1) Soit a et b deux entiers naturels non nuls. Justifier les résultats :
a. aAa=a, aAl=1
b.aAb =DbAa
c. Siadivise balorsa Ab=a.
2) Application :
trouver : 218 A 218, 2105 A 1, 48 A 12; 2007 A 6021; 105 A 1002

Activités de découverte

3. Soient a et b deux entiers naturels non nuls tels que a=bq +r,0 <1 < q.
1) Quel est le plus grand commun diviseur de a et b lorsque r est nul ?
2) Dans cette question, on suppose que r est non nul. Soit d un entier.
Montrer que d est un diviseur commun a a et b si et seulement si d est un diviseur commun
abetr.Endéduirequea Ab=bAr.

4. Le but I'activité est de trouver 1128 A 508. 1128 | 508 | r; =112
* Etape 1: Faire la division euclidienne de 1128 par 508 et | 508 | 112 1, = 60
déterminer le reste r; .

Déduire de I’activité précédente que 1128 A 508 = 508 A, . 112 | 60 I3 =
¢ Etape 2: Faire la division euclidienne de 508 par r; et déterminer | ¢ T, =
le reste 1y .

Justifier que r, <1y et que S08 Ar; =1, A 1,. Is =
¢ Continuer le procédé jusqu’a obtenir un reste nul en rg=0

complétant le tableau ci-contre :
Vérifier alors que 1128 A 508 = 4.
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» Le procédé utilisé dans 1’activité précédente s’appelle algorithme d’Euclide.

Il peut étre décrit de la maniere suivante :

Soit a=bq; + r; ladivision euclidienne de a par b

puis b=r,q, + 1, ladivision euclidienne de b par r;

puis r;=r,q3 +1r3 ladivision euclidienne de r; parr, ...

Ona:b>r;>ry,>r3>..20 ,on admet alors qu’il existe un entier n tel que r,, soit égal a 0.
Dou: aAb=bAr=rArn=rnAn=...=r,Ar,_ =1,

Si b ne divise pas a, le plus grand commun diviseur de a et b est le dernier reste non nul r,,_;

5. 1) En utilisant I’algorithme d’Euclide, calculer d = 252A180
2) Vérifier que 2520 A1800 = 10 x (252A180)
3) Soit k un entier non nul : utiliser le tableau de 1) pour montrer que :
252k A180.k = k.(252A180)

Plus grand commun diviseur
Définition
Soient a et b deux entiers naturels non nuls. Le plus grand commun diviseur de a et b est
I’entier d, noté a A b , tel que :
* d divise a et b,
* tout diviseur de aetb est inférieur ou égal a d.
Calcul de a A b
Le plus grand commun diviseur de deux entiers naturels est le dernier reste non nul de la
suite des divisions euclidiennes dans 1’algorithme d’Euclide
Propriétés
Soient a et b deux entiers naturels non nuls.
* Si a divise b alorsa A b = a.
* Un entier naturel d est un diviseur commun de a et b équivaut a d divise a A b.
* Pour tout entier naturel k, ka A kb = k(aAb)

Auto évaluation

1. Calculer aAb dans chacun des cas suivants.
I)a=150; b=25.
2)a=2007; b=28028
3a=144;b=12
4)a=50273 ; b=3
5)a=11;b=111

2. Calculer sans utiliser 'algorithme d'Euclide.
1) 48000 A 7200.
2) 666 A 999

3) (8n) A (12n), ol n est un entier naturel non nul.
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3. 1) Déterminer I’ensemble des diviseurs communs des entiers 145 et 70.
2) Déterminer 1’ensemble des diviseurs communs des entiers 8316 et 630.

IV. Entiers premiers entre eux, lemme de GAUSS

Activités de découverte

1. Déterminer a A b dans chacun des cas ci-dessous
1)a=170 et b=33;
2)b=1100 et b=147.

» Sia Ab=1,alors on dit que a et b sont premiers entre eux.

n
N BN B2 BSE Bl ol RGN I RSN RO
2.1) Compléter le tableau ci-contre par nAm. T 0
2) En déduire tous les couples d’entiers non 2 2 1
nuls et inférieurs a 10, premiers entre eux. Z 5
5
6 3
7
8
9 1

3. Soient a et b deux entiers naturels.
Montrer que si d est le plus grand commun diviseur de a et b, alors il existe un couple d’entiers
naturels (a',b') telque a=da'etb=db'et a' Ab'=1.

4. Mettre les fractions suivantes sous forme irréductible :

. 25600 b 11011
" 880 © 999999
a+b=120 .
5. On se propose de résoudre le systeme S : b=15 ou a et b sont deux entiers naturels.
anb=
1) En posant a = da’ et b = db’ ot d = a A b, montrer que les solutions du systéme S se

a'+b'=8
a'nb'=1

2) Déterminer 1’ensemble de tous les couples (a', b') d’entiers naturels, solutions du systeme S'.

déduisent a partir de celles du systéme. S':{

3) En déduire I’ensemble de tous les couples (a, b) d’entiers naturels, solutions systeme S.
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I E——————————————————————————————————————————
6. Soient a et b deux entiers naturels, premiers entre eux et ¢ un entier non nul.
1) Justifier que c est le plus grand commun diviseur de ac et bc.

2) Montrer que si a divise bc alors a divise c.

Entiers premiers entre eux

Définition

Deux entiers naturels non nuls a et b sont dits premiers entre eux, si leur plus grand
commun diviseur est égal a 1.

Théoreme
Soient a et b deux entiers naturels et d = aAb leur plus grand commun diviseur.
Alors les entiers a' et b' tels que a =da' et b=d b', sont premiers entre eux.

Lemme de Gauss
Soient a, b et ¢ trois entiers naturels non nuls.
Si (a est premier avec b et a divise bc) alors (a divise c).

Auto évaluation

1. 1) Montrer que 144 et 385 sont premiers entre eux.
2) Déterminer 144000 A 385000.

2.1) Soient a et b deux entiers naturels tels que a = b+1. Montrer que aAb = 1.
2) Déterminer 2n2 A n(2n+1) ol n est un entier naturel non nul.

3. Déterminer 1’ensemble de tous les couples (a, b) d’entiers naturels solutions du systéme

{a+b:208

anb=13
4. Soient a et b deux entiers naturels.
1) Montrer que si 5 divise 3a alors 5 divise a.
2) Montrer que si 4 divise ab et si a est impair alors 4 divise b.

5. 1) Déterminer tous les entiers a et b tels que 4a = 3b
2) Déduire les entiers a et b tels que 4a=3b eta Ab =18

6. 1) Montrer qu’un entier est divisible par 6 si et seulement si il est divisible par 2 et par 3.
2) Enoncer la regle de divisibilité par 15.
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V. Plus petit commun multiple

Activités préliminaires

1. 1) Citer dans un ordre croissant les quatre premiers multiples de chacun des entiers 24 et
32 et déduire PPCM(24 , 32) (plus petit commun multiple de 24 et 32)
2) Calculer PPCM(15 , 8)

» PPCM(a , b) est aussi noté av b

2. 1) Soient a et b deux entiers naturels non nuls. Justifier les résultats :
a.av a=a,avi=a
b. av b= bva
c.Siadivise balorsa,, b=b.

2) Application :
trouver : 223 v 223, 1v 101, 582\, 5820 ; 56\ 252

3.1) Calculerm=12v 8
2) Vérifier, en citant quelques éléments que 1'ensemble des multiples communs de 12 et 8

est égal a I'ensemble des multiples de m.
3) Vérifierque (5 x 12)v(5x8)=5x (12 v 8)
4.1) Soient a et b deux entiers naturels non nuls. On pose d =a A b.
Soient a' et b' tels que a =da' et b =db'.
a. Montrer que (aAb)x (aVv b)=d2ab'.
b. Déduire que (a Ab) x (a Vv b)=ab.
2) En déduire que si a et b sont premiers entre eux alors a\/ b = ab.

3) Déterminer 138 A 230 et en déduire 138 v 230.

5.1) Soient a , b et k trois entiers non nuls. Utiliser le résultat (a A b) x (a\v b) =ab
et (ka) A (kb) =k (a A b) pour montrer que (ka)\/ (kb) = k(a\/ b)

2) Calculer 5000 v 7000

6. Résoudre le systeme suivant, sachant que a et b sont des entiers naturels.
{a vb=42

‘lab =294
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Plus petit commun multiple
Définition
Soient a et b deux entiers naturels non nuls. Le plus petit commun multiple de a et b est
I’entier m noté a v b tel que
* m est un multiple commun de a et b,
* tout multiple de a et b est supérieur ou égal a m.
Propriétés
Soient a et b deux entiers naturels.
*Siadivise balorsa \y b=b
¢ Un entier naturel k est un multiple commun de a et b si et seulement si k est un multiple
deay b.
* Pour tout entier naturel k, (ka)\/ (kb) = k(a \, b)
Calculde a v/ b
Pour déterminer a\/ b on calcule a A b et on utilise I'égalité :
(aAb)x(av b)=ab

Auto évaluation

1. Calculer a v b dans chacun des cas suivants :
I)a=16; b=284.
2)ya=111 ; b=33300
3)a=50724 ; b=36
4)a=2n2+4n;b=n+2(nEN).

2. Calculer a \v b dans chacun des cas suivants :
1) a=2008; b=23012.
2) a=666; b=999
3)a=18n—-18 ; b=12n—- 12 (n est un entier naturel non nul)

3. Déterminer le plus petit entier naturel non nul n tel que :
¢ le reste de la division euclidienne de n par 42 vaut 18, et
* le reste de la division euclidienne de n par 105 vaut 18.

4. Un phare émet deux feux différents entre minuit et six heures du matin : un feu rouge toutes

les 25 secondes et un feu jaune toutes les 2 minutes. Ces deux feux sont émis simultanément

a minuit.

A quelles heures y aura- t-il simultanément un feu rouge et un feu jaune de minuit a 1 heure ?
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5. Résoudre le systéme suivant, sachant que a et b sont des entiers naturels :

avb=36
S:{a+b=21
a<b

VI. Nombres premiers

Activités préliminaires
1. 1) Déterminer les nombres premiers parmi les entiers naturels suivants :
23;9;32;97 ;111 ;5871 ;1 ;2007
2) Donner la liste des nombres premiers inférieurs a 50.

» Un entier naturel, strictement supérieur a 1, non premier est appelé entier composé.

2. Chacune des propositions suivantes est incorrecte, donner une justification a l'aide d'un
contre exemple :

1) Tout nombre impair est premier.

2) Tout nombre premier est impair.

3) Si n est premier alors n + 1 est premier.

4) La somme de deux nombres premiers est un nombre premier.

5) La somme de deux nombres premiers est un nombre composé.

3. 1) Soit n un entier naturel. Factoriser n? + 2n et déterminer n pour que n2 + 2n soit premier.
2) Montrer que pour tout entier naturel n, n? + 2n + 1 n'est pas premier.

Activités de découverte

4. (Reconnaitre si un entier donné est un nombre premier)

Soit n un entier naturel composé (n >1). On désigne par p le plus petit diviseur de n, distinct de 1.
1) On pose n = k.p avec k € IN. Montrer que p < k
2) Déduire que p2< n .
3) Montrer par I’absurde que p est premier.

»Pour examiner si un nombre est premier, il suffit de vérifier qu’il n’est divisible par
aucun entier premier inférieur a sa racine carrée.

Exemple 1 : Cherchons si l'entier 247 est premier : pl23|57[11[13
r est le reste de la division euclidienne de 247 par p
Onar=0pourp =13 .
247 est un nombre composé

Exemple 2 : Cherchons si l'entier 151 est premier ?

r est le reste de la division euclidienne de 151 par p
er20pourp=2,3,5,7,11

* le nombre premier qui suit 11 est 13 etonna 13> 151 (=12,2..)
151 est alors un nombre premier.

294



5. (Trouver tous les nombres premiers inférieurs a un entier donné)

La méthode utilisée est appelé méthode du >13141516171819110
crible d'Eratosthéne : 1111211311215 1617118119
On se propose par exemple de trouver les nombres 201(21122123124125126127128
premiers inférieurs a 55. 20130131132[33(34(35]36]37
On présente dans un tableau la liste des entiers 38(39(4014114214344 (4546
supérieurs ou égaux a 2 et inférieurs a 55. 47(48(4950151|52|53 (54|55

1) a. Encercler 2, puis barrer tous les multiples de 2 distincts de 2.

b. Quel est le plus entier naturel strictement supérieur a 2, non barré. Pourquoi est-il
premier ?

c. Encercler cet entier et barrer tous ses multiples.
2) Expliquer pourquoi il suffit de barrer les multiples de 2, 3, 5 et 7. Donner la liste des

nombres premiers inférieurs a 55.

6. (L'ensemble des nombres premiers est infini)
Le but de I’activité est de montrer qu’il existe une infinit€é de nombres premiers.
Supposons que la liste des nombres premiers est finie, c’est a dire qu’il existe
seulement p;,p,, ... py hombres premiers avec p; < py < ... < Py-
Soitn= p;xp,X...xp+ 1.
1) Montrer par I’absurde que n n’est divisible par aucun des nombres premiers,
P1-P2 s .- Px- Déduire que n est premier (utiliser le résultat de l'activité 4)

2) Conclure

7. 1) Décomposer chacun des entiers 2625 et 4950 en produit de facteurs premiers
2) Utiliser la décomposition précédente pour déterminer 2625 A 4950 et 2625\ 4950.

8. 1) Soient a et b deux entiers naturels et p un nombre premier qui divise le produit ab.
Montrer que si p ne divise pas a alors p divise b.
2) Déterminer tous les entiers naturels a et b tels que 3a = 128b

Nombres premiers
Définition
* Un entier naturel p supérieur ou égal a 2 est dit premier, si ses seuls diviseurs sont 1 et
lui-méme.
* L'entier 1 n'est pas premier.
* Un entier naturel n strictement supérieur a 1 et non premier est dit composé.
Théoréeme 1
Tout entier naturel composé n admet un diviseur premier p tel que p? <n.
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Conséquence
Un entier naturel n > 1 est composé si, et seulement si, il admet un diviseur premier

inférieur ou égal a sa racine carrée.
Théoreme 2 (Théoreme d'Euclide)
L'ensemble des nombres premiers est infini.

Théoreme 3 (admis)
Tout entier naturel n supérieur ou égal a 2 , se décompose en un produit fini de nombres
premiers. Cette décomposition est unique a I’ordre des facteurs pres.

Théoréme 4
Soient a et b deux entiers naturels . Si un nombre premier p divise le produit ab,
alors p divise a ou p divise b.

Auto évaluation

1. QCM

Cocher la réponse exacte.

1) Un seul parmi ces nombres est un nombre premier, lequel ?
O 1700 11091 11953

2) La décomposition en facteurs premiers du nombre 24 x 36 x 42 est :
[(02x3x7 O026x34x7x11 [O26x34x7

3) Un seul parmi ces nombres est divisible par 60, lequel ?

[02x32x5x11  [J2x34x13 [ 25x32x54
2. Montrer que 1907 est un nombre premier.

3. Déterminer tous les entiers naturels a et b tels que 31a —31 = 13b — 13
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Travaux pratiques

1) Soient a et b deux entiers naturels. Montrer que si un entier d divise a et divise b
alors pour tous entiers naturels o et 8, d divise aa + b et divise aia — b (pour aa = 3b)
2) Soit n un entier naturel. On pose a= 5Sn+7etb =3n+4.
Calculer 3a — 5b et en déduire que les entiers a et b sont premiers entre eux.
3) Montrer que pour tout entier naturel n, les entiers 9n + 5 et 7n + 4 sont premiers entre eux.
4) Montrer que pour tout entier naturel n, les entiers 9n + 5 et 3n +2 sont premiers entre eux.

Nombres de Fermat

Les nombres de Fermat sont définis par F, =2 @) +1 ,n €N
1) a. Compléter tableau ci-dessous.

n|o0]1[2]3]4
F. |3

b. Prouver que pour tout entier naturel n, F, est impair.
c. Vérifier que pour n < 3 , F,, est un nombre premier
2) Montrer que pour tout n € IN, Fpyy = Fn2 -2F,+2
3) En déduire, en utilisant un raisonnement par récurrence que pour tout n € IN,
Foii=FoF ..F,+2

4) En déduire que si n et m sont distincts alors F,, et F;; sont premiers entre eux.
» * On prouve aussi que F4 est premier

Fermat pensait que tous les F;, étaient premiers, mais Euler a trouvé la décomposition de Fs :
Fs5=4294 967 297 = 641 x 6700 417.

Cryptage

Soient a et b deux entiers naturels donnés. Le cryptage affine consiste a chiffrer chaque lettre

de I’alphabet par un nombre x (de O jusqu’a 25), puis a associer au rang X le reste y de la
division euclidienne de ax+b par 26.
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Ainsi crypter un mot revient a remplacer chaque lettre de rang x , par la lettre de rang y associé
a x et décrypter un mot revient a remplacer chaque lettre de rang y , par la lettre de rang x tel
que x est associé ay.

1) On choisita=3 etb =5.

a. Compléter le tableau suivant :

Enclair A B C Z
Rangx 0 1 2 25
Rangy 5 8 11 2
Encrypt¢ F 1 L C

b. Crypter les mots VIE, MATHEMATIQUES.
c. Décrypter les mots PRE, KNSDHDR.
d. Montrer que si deux entiers x et x” vérifient les conditions suivantes
*0<x=<25et 0<x'<25,
e les entiers 3x+ 5 et 3x” +5 ont le méme reste dans la division euclidienne par 26, alors
x=X".

e. En déduire que deux lettres distinctes sont cryptées par deux lettres distinctes.

3) On choisita=2etb =5.

Donner un exemple de lettres distinctes qui ont le méme cryptage.

4) On se propose de montrer que deux lettres distinctes sont cryptées par deux lettres distinctes
si et seulement si a et 26 sont premiers entres eux.
a. On suppose que a et 26 sont premiers entres eux.
Montrer que si deux entiers x et x” vérifient les conditions suivantes
* 0<x<25et 0<x'<25,
* les entiers ax+ b et ax’ +b ont le méme reste dans la division euclidienne par 26, alors
X=X.
b. On suppose que a et 26 ne sont pas premiers entres eux et on note d = a A 26 et k 1’entier
tel que 26 =d k.
Montrer que les entiers b et ak + b ont le méme reste dans la division euclidienne par 26.
En déduire que si ¢ désigne la lettre de I’alphabet de rang k alors A et ¢ sont cryptées par la
méme lettre.

c. Conclure.
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Avec l|'outil informatique

Programme en Turbo Pascal permettant le calcul du PGCD de deux entiers :

Program PGCD;

uses wincrt;

var a,b r:integer;

begin

repeat

writeln('Entrez a, a =');

readln(a);

writeln('Entrez b, b =");

readln(b);

until (a>b) and (b>0);

r:=a MOD b;

Repeat;

if r<>0 then

begin

a:=b;

b:=r;

r:=a mod b;

end;

until r=0;

Writeln ('PGCD(a,b)=")b);

end
1) Sur quel résultat mathématique ce programme est-il basé ?
2) Tester ce programme sur des exemples.
3) Compléter ce programme pour qu’il calcule et affiche aussi PPCM(a , b)

Autre méthode de calcul du PGCD :
En utilisant le résultat : pour aetb entiers naturels tels que a >b:
aAb =bA(a—b), (voir exercice n° 14) élaborer un programme permettant le calcul du
PGCD de deux naturels non nuls a et b.

Polynome d'Euler :
Onpose P,=n2 + n + 41 oun€E N.
1) Utiliser le tableur EXCEL pour calculer les valeurs de P, pour n < 42
2) Vérifier en utilisant un programme ( ou un logiciel) appropri€é que P, est un nombre
premier pour tout entier n tel que n <40, et pour n =42 mais que P4, et P,; sont des nombres
composés. (Vérifier d'ailleurs que P,5= 412)
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Exercices et problémes

Soit pour n € IN¥, lasomme S, =1 + 3 + 5 + ... + (2n —1) (somme des n premiers

entiers impairs) . Montrer par récurrence que S, =n? .

Soit Sp=1%2 + 22 + 32 4+ ...+ n? (nEIN¥%).
n(n+1)2n+1)
6

Démontrer par récurrence que S, _

Soient Sp=1 +2 +3 +..+netTp=1+23 +33 + ..+ 10 mEN
n(n+1)

1) On sait que S, = , montrer cette formule a l'aide d'un raisonnement par

récurrence.

2) Vérifier que T1 = S|2 , T2 = S% , T3 = S;
3) Trouver alors en faisant un raisonnement par récurrence une expression simple de Ty,.
4) Calculer n tel que T, = 3025

Soit la suite (u,) définie pour n € IN par ug = 7 et pour tout entier naturel n,
Upy) = 5 (u,—2)
1) Calculer ug , up et us.

2) Montrer que pour tout n € IN, u, > 6

Soit la suite (x,) définie pour n € IN par xo = 2 et pour tout entier naturel n, X4+ = 2x, — 3
1) Calculer x1, X7 et x3.
2) Montrer par récurrence que pour tout n € IN, x, =3 — 2™

Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, 4" + 2 est divisible par 3
(Remarquer que 4™! +2 =4 (4" +2)-6).

Dans la division de 82368941 par 253687, la calculatrice donne 324.687276...

1) Quel est le quotient entier de la division de 82368941 par 253687 ?

2) Trouver, alors , a 'aide d'une calculatrice le reste de la division euclidienne de
82368941 par 253687.

3) Ecrire la division euclidienne de 9783421 par 17365.

1) Soit n un entier naturel.
Montrer par récurrence sur n, que le reste de la division euclidienne de 10" par 9 est égal
al.
2) En déduire le reste de la division euclidienne de 10" par 3.
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1) Déterminer a I’aide d’un arbre de choix, I'ensemble des diviseurs de 36.

2) En déduire tous les couples (m, n) d’entiers naturels tels que mn = 36.

3) Déterminer tous les couples (a, b) d’entiers naturels tels que (a-3)(b+5) = 36.
4) Déterminer tous les couples (m, n) d’entiers naturels tels que mn = 180.

1) Déterminer I’ensemble des entiers naturels n, tels que n divise 2n? + 55.

2) Déterminer I’ensemble des entiers naturels n, tels que 2n divise 2n? + 16.

3) En remarquant que n + 17 = (n — 1) +18, déterminer les entiers naturels n tels que
n— Idivisen + 17.

n+7 13
=1+

n—6 n—-6
n+7

n—-6

1) Vérifier que pour tout entier naturel n>6,

2) En déduire I’ensemble des entiers naturels n > 6, tels que est un entier

naturel.

1) a. Déterminer a l'aide de 1'algorithme d'Euclide 11088 A 3780

sous forme irréductible.

b. Déduire l'écriture de la fraction

3780

.2 P
2) Mettre la fraction ———= sous forme irréductible.

101871

Quel 4ge as-tu ? Demande Mortadha a Mokhtar
Mokhtar répond :

" L’an prochain mon age sera divisible par 2.
Dans deux ans mon age sera divisible par 3.
Dans trois ans mon age sera divisible par 4.
Dans quatre ans mon age sera divisible par 5. "

1) Montrer que 1'age de Mokhtar I’année dernicre était un multiple de 60.

2) Déterminer alors 1’Age de Mokhtar sachant qu’il est né au 20°™ siecle.
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1) Soit a et b deux entiers naturels tels que a > b.
a. Montrer que si d est un entier naturel, alors, d est un diviseur commun a a et b si et
seulement si d est un diviseur commun a b et a —b.
b.Déduire que a Ab= b A (a-Db).
2) Utiliser le résultat précedent pour calculer (rapidement) :
36 A20;78 A42; 315 A270;2205 A 1260
(se rappeler que si x et y sont deux entiers vérifiant y divise x ,alors x Ay =Yy)

En appliquant l'algorithme d'Euclide a un couple d'entiers (a,b), on a obtenu la suite des
quotients successifs suivants : 14,7 et 121.

Déterminer a et b sachant que leur PGCD est 123.
("Introduction a l'arithmétique" — Mahdi ABDELJAOUAD)

1) Déterminer tous les entiers naturels a et b tels que 3(a — 2) = 2(b — 3).
2) Déterminer tous les entiers naturels a et b tels que 5a = 3(b+10).
3) Déterminer tous les entiers naturels a et b tels que 22(a — 1) = 26(b -3).

1) Montrer que a (a + 1)(a + 2) est divisible par 6.
2) Montrer que a (7a + 1)(2a + 1) est divisible par 6.

Résoudre chacun des systemes suivants, sachant que a et b sont des entiers naturels :

avb=60
anb=14 anb=63
: ; " ; S":<a+b=27
a.b=13720 avb=2646
a>b

1) Expliquer pourquoi tout entier peut s’écrire sous la forme 6k , 6k +1, 6k+2, 6k+3,
6k+4, 6k+5 avec k € IN.
2) Montrer que tous les nombres premiers sauf 2 et 3, sont de la forme 6k +1 ou de la
forme 6k+5, avec k € IN.
3) Donner des exemples de nombres premiers de la forme 6k +1 ou de la forme 6k+5
avec k € IN.
4) Donner des exemples de nombres composés de la forme 6k +1 ou de la forme 6k+5
avec k€ IN.
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1) Utiliser le crible d’Eratosthéne pour déterminer les nombres premiers inférieurs a 100.

2) Deux nombres premiers a et b sont dits jumeaux si b = a + 2. Déduire de 1) les
nombres premiers jumeaux inférieurs a 100.

3) Calculer les valeurs de 6k + 1 et 6k + 5 pour k€ {16 ,17 , 18, ...,33 } (voir
exercice n° 19) et en déduire qu'il existe deux couples de nombres premiers jumeaux
compris entre 100 et 200. ( pour les calculs on pourra utiliser une calculatrice ou le
tableur Excel)

(Les mathématiciens s'interrogent aujourd'hui sur la quantité de ces couples. En existe-

t-il une infinité ?)

1) Soit n un entier naturel et p= n2—4n (n=4). Calculer n pour que p soit un nombre
premier.
2) Montrer que pour tout entier naturel n, p + 4 n'est pas premier.

Soita = 1848, b = 6300
1) Décomposer a puis b en produits de facteurs premiers.

2) Déduirea Abetav b
3) Vérifier le résultat (a A b) x (a\vb) =ab

1) a. Donner la décomposition en facteurs premiers de chacun des nombres suivants
9801 ; 57600 ; 105625.
b. En déduire que chacun de ces nombres est un carré parfait (c'est-a-dire sa racine carrée
est un entier)
2) a. Justifier que le nombre 151875 n’est pas un carré parfait.
b. Quel est le plus petit entier naturel par lequel il faut multiplier 151875 pour obtenir un

carré parfait ?

Soit un nombre premier p et deux entiers naturels a et b.
1) Montrer que si p divise b2 alors p divise b.
2) Montrer que si p est un diviseur commun de a et de b2 alors p divise a A b.

3) En déduire que si a et b sont premiers entre eux alors a et b2 sont premiers entre eux
q p p

Soient a et b deux entiers naturels.
1) Montrer que si a et b sont premiers entre eux alors il en est de méme pour (ab) et (a + b).
2) Montrer que: PGCD(a , b) = PGCD(a + b, PPCM(a , b)).
3) Trouver deux entiers naturels dont la somme est 168 et le PPCM est 640.
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Mathématiques et culture

m Cryptographie a clé publique :

Dans les dernieres années, la cryptogrphie a connu une
véritable révolution, en particulier avec le systtme R.S.A.
(initiales de ses trois inventeurs : RIVEST, SHAMIR,
ADLEMAN)

Le principe du systeme RSA, souvent utilisé pour sécuriser
les échanges de données consiste a choisir deux nombres
premiers distincts p et g, et considérer l'entier n = pq, on
peut vérifier que si p et q sont tres grands il est difficile de les retrouver a partir de n (dans
la réalité n comprend plus de 200 chiffres).

On construit alors deux entiers e et d tels que les produits ed et (p-1)(g-1) soient premiers
entre eux.

Le couple (n, e) est appelé la clé publique du codage car elle est connue de tous et
répertoriée dans des annuaires ce qui n’est pas le casde d,petq .

L’entier d est appel€ la clé privée du codage car elle n’est connue que de la personne qui
recoit le message codé.

Si P est un entier strictement inférieur a n, alors

* le codage de P consiste a déterminer le reste C de la division euclidienne de P¢ par n,

* le décodage de C consiste a déterminer le reste de la division euclidienne de C 4 par n
qui est égal a P.

m Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855) Mathématicien, astronome et physicien allemand,
GAUSS est considéré comme un des plus grands mathématiciens de tous les temps il a
apporté, en effet de trés importantes contributions : Théorie des
nombres, géométrie non euclidienne hyperbolique, mécanique
céleste, géodésie ,magnétisme, électromagnétisme, optique...
Gauss fut un enfant prodige, il apprit seul a lire et a compter a I'age
de trois ans et a I'école, il impressionna tres tot ses professeurs, et
il y a d'ailleurs une célebre anecdote ; un professeur essayait
d'occuper ses €leves en leur faisant faire des additions, il leur

proposa de calculer la somme de tous les nombres de 1 a 100. Peu de temps apres, le june
Gauss fournit la réponse correcte, ayant astucieusement additionné les nombres extrémes
par paires, remarquant que les sommes intermédiaires donnaient toujours le méme
résultat :

1+100=101, 2499 =101, 3498 = 101,...50 + 51 =101 ( 50 égalités) La
somme demandée est alors 50 x 101 = 5050
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Systemes de Numération ®
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Systemes de numération @

I. Systeme de numération

Activités de découverte

1. Développement d'un entier naturel suivant les puissances d'un entier a :
1) Soit I'entier x = 1439, vérifier que x = 1x103 + 4x102 + 3x10 + 9
2) De fagon analogue, on se propose d'écrire x sous la forme x = a;83 + a,82 + a,8 +a,
avec a; , a; , a, , et a3 sont des entiers compris entre 0 et 7 pour cela :
effectuer les divisions euclidiennes successives :
x =8qy+r1ry avec 0= 1y <8
qQo=8q; +r; avec 0<1; <8

q=8q+r1, avec 0 =<1, <8
3) Remarquer que q, < 8 et vérifier alors 'écriture de x sous la forme

x= 2x8% + 6x82 + 3x8 +7
» ¢ L'expression x = 2x83 + 6x82 + 3x8 + 7 s'appelle développement de I'entier x suivant

les puissances de 8.

* De facon analogue a I’écriture décimale de x = 1439 on peut représenter x sous la forme

X = 2637 eton I’appelle écriture de I’entier x en base huit.

2. Ecrire dans chaque cas le développement de 1’entier x suivant les puissances de 10 :

1) x = 91580
2) x = 60000
3) x = 2007

4) x = 20072

3. Soit I'entier x = 231
1) Trouver les entiers a, b et ¢ strictement inférieurs a 8 tels que x = ax82 + bx8 + c.

2) Ecrire les développements respectifs de 8, 82, a, b et ¢ suivant les puissances de 2.
3) Déduire le développement de x suivant les puissances de 2.
4) Représenter 1’entier x en base huit puis en base deux.

4. 1) Effectuer la division euclidienne de 35 par 16.
2) Déduire le développement de 352 suivant les puissances de 16.
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Développement d'un entier suivant les puissances d'un entier a :

Soit a un entier naturel supérieur ou égal a 2, on admet que pour tout entier naturel non
nul x, il existe un unique entier naturel n et des uniques entiers naturels X , Xj ,... , X, tels
que 1'on ait :

X =Xpa" + X, a4+ .+ xja + X
avec 0 < x; <apour touti€ {0,1,..,n}et x,#0

L'expression x,a + x,;a™! + ... + x;a + Xy s'appelle développement de l'entier x

suivant les puissances de a.

Systeme de numération :
Soit x = x,a" + x, ja™! + ... + x;a + X, le développement de l'entier x suivant les
puissances de a . Si I'on prend comme chiffres les a entiers naturels 0, 1, ... , a-1, alors

a
on convient de représenter x par I'écriture X X ,...X X, . Cette expression s'appelle

n-1°
écriture de x dans le syst¢tme de numération de base a. (on peut noter x par X X ...X X,

ou tout simplement X X, ... X,X, si aucune confusion n'est a craindre)

* Pour a = dix on obtient le systeme utilisé couramment qu'on appelle systeme
décimal , les chiffres utilisés sont : 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9

* Pour a = deux on obtient le systeme de base deux, appelé systeme binaire.
Les chiffres utilisés sont : 0 et 1

* Pour a = huit on obtient le syst¢tme de base huit appelé aussi systeme octal.
les chiffres utilis€s sont: 0,1 ,2,3,4,5,6,7

¢ Si la base a est supérieure a dix , il faut introduire d'autre symboles.
Par exemple pour a = seize , on obtient le systeme appelé hexadécimal ,
les chiffres utilisés sont : 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,B,C,D,E ,F

Chiffres
(Systeme hexadécimal)

0(1]2|3(4|5(6|7(8|9|A(B|C|D|E|F

Ecriture décimale Ol 12314567 ]|8[9[10]11{12|13]14(15
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Auto évaluation

1. Soit a un entier naturel supérieur ou égal a 2.
1) a.Vérifier que : a = 10 ; a’ =100 ; a>=1000"
b. Soit n un entier naturel non nul. Ecrire a® dans le systeme de base a.
2) On suppose que a > 2. Ecrire en base a chacun des entiers suivants :

2a; 2(a+1); a3+a; (a2+ 1)@a3+a)

2. 1) En effectuant des divisions euclidiennes successives trouver le développement de 1000
suivant :
a. les puissances de 8
b. les puissances de 16.
2) Déduire les écritures respectives de 1000 en base huit et en base seize.

II. Conversion d'une base a une autre

Activités de découverte

1) D'une base quelconque a la base décimale

1. Soit I'entier x = 1076
1) Ecrire le développement de x suivant les puissances de 8
2) Déduire I'écriture décimale de x.

2. Ecrire en base décimale chacun des entiers suivants :

a. x=101101"
b. y — 2A7ES€lZE

2) De la base décimale a une base quelconque

3. Soit I'entier x = 2109 (écriture décimale)

1) Effectuer les divisions euclidiennes successives :
X =8y +1y
Qo=8(q; +14
q; =8¢y +12 avecqy <8

huit

2) Trouver le développement de x suivant les puissances de 8 et déduire que X = (,I,I T,
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» Disposition pratique :
2109

q, (q,<8)

huit

On part ensuite du sens inverse X = (,I,IT,

4. Les nombres 93 et 6780 sont écrits en base décimale.
1) Ecrire le nombre 93 en base huit.
2) Ecrire le nombre 93 en base deux.
3) Ecrire le nombre 6780 en base seize.

3) De la base binaire a la base octale

5. Soit l'entier x = 10011101""
1) Ecrire x en base décimale.

2) Déduire I'écriture de x en base huit.

» Pour passer de la base binaire a la base huit, on peut procéder

10 011 101

directement de la maniére suivante : T T T
* On découpe les chiffres de x en bloc de trois chiffres a partir 29 3

hui

de la droite (le dernier bloc a gauche contient 1, 2 ou 3 chiffres) x= 235 t

* On convertit en base décimale les nombres formés par ces
blocs écrits en base deux, on obtient alors des chiffres entre 0 (bloc 000) et 7 (bloc 111) ), qui
correspondent aux chiffres utilisés en base huit)

4) De la base binaire a la base hexadécimale

deux

6. On veut convertir 1'écriture de X = 110110101
en base seize. On procede alors directement, de fagcon analogue a

l'activité 5 mais avec des blocs de quatre chiffres

Compléter alors le calcul ci-contre.
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5) De la base octale a la base binaire

7. On veut convertir I'écriture de X = Ehu“en base binaire.
On procede alors de la maniere suivante :

Chaque chiffre est éclaté en bloc de trois chiffres et écrit en

base binaire (I'écriture de zéro a gauche est inutile) Compléter

alors le calcul ci-contre.

6) De l1a base hexadécimale a l1a base binaire

seize

8. On veut convertir I'écriture de X = 3B8

en base binaire. On procede alors comme dans l'activité 7 :
Chaque chiffre est éclaté, cette fois en bloc de quatre chiffres et
écrit en base binaire (I'écriture de zéro a gauche est inutile)
Compléter alors le calcul ci-contre.

Auto évaluation

1. Ecrire en base dix chacun des entiers suivants :
a x=175"
b y=T111101"
c. z=2AE™

2. Ecrire en base seize puis en base huit puis en base deux chacun des entiers suivants :

a. x = 29 (&criture décimale)
b. y = 108 (écriture décimale)

265
Ll
...... 101
deux
X = s
3 B8
Ll
...... 1000
deux
28 S aonnoonanacconano

3. Ecrire en base huit puis en base seize chacun des entiers suivants :

a.x= 1110101"
b.y= 1001110100

huit

4.Soit x = 4016
a. Donner l'écriture de x en base binaire.
b. Déduire l'écriture de x en base hexadécimale.

seize

5.S0it X = 29AF
a. Donner l'écriture de x en base binaire.

b. Déduire 1'écriture de x en base huit.
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III. Addition et multiplication dans un systeme de
numération de base a

Activités de découverte

———huit < huit
1. Soient les entiers x = 1745 et y =162, on se propose d'écrire en base huit la somme

X+y.
1) Compléter la table d'addition suivant en base huit :
+10|12]|3|14]|5]|6]|7
010]1]2
11213
212134
3(3(4]5
4141516
5151617
616|7]10
7171(10]11 16

2) L'addition en base a se fait avec les mémes regles qu'en décimale : on commence a
additionner les chiffres de droite, lorsque la somme des chiffres est supérieure ou égale a a on
a une retenue qu'on reporte sur le chiffre suivant...

Compléter alors l'opération suivante effectuée en base huit :

1
1745
* 162
=...27

3) Convertir X et y en base décimale et vérifier le résultat obtenu en 2).

2. 1) Dresser la table de multiplication en base huit
2) La multiplication en base a se fait avec les mémes regles qu'en décimale, compléter alors
la multiplication suivante effectuée en base huit :

5034

3) Convertir les nombres donnés en base décimale et vérifier le résultat obtenu en 2).
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Tables d'addition et de multiplication dans une base a

Base binaire

3P 0 1 X 0 1
01011 0lolo
111110 1 10| 1
Base huit
+|(0|1]|2|3|4|5|6|7 x1011121314151617
00 010
11112 1101
2(2(3(4 210214
313]4([5]6 303611
414]15])6]7]10 4l0[4]10[14]20
S|5]16|7|10[1112 5(0(5(12(17(24(31
616|7|10(11(12(13|14 60]6][14]22]30(36]44
717 110(11(12]13|14]15(16 710 7(16]25|34(43]|52|61
Base hexadécimale
+ 10|12 ((3(4[5|[6]|]7|8|9|A|B|C|D|E]|F
0] O
1 1] 2
21213 |4
313|456
4 |4 |56 7]8
51516 |7|8]|9]|A
6| 67819 A]|B]|C
717819 |A|B|C|D]|E
8|1 8|9 |A|B|C|DJ|E]|F/|I10
919 | A|B|C|D)|E]|F/|[10]|11]]12
A[A|B|C|DJ|E|F]|10(|[11]12( 13| 14
B|B|C|DJ|E|F|10|[11 1213|1415 16
C|C|D|E|F|10|11 1213141516 17| 18
DI(D|E|F |10|11 12|13 (14 |15|16]| 17 |18 |19 |[1A
E|E|F |10|11 12|13 |14 |15|16| 17| 18|19 (1A |1B|1C
F|F (1011|1213 |14 |15]|16 |17 |18 |19 |1A|1B|1C|1D | 1E

312




4
619
8| C |10
A F |[14]19
C
E

12| 18 [1E | 24
15 1C |23 [2A| 31
1011820 28|30 |38 |40
IB|24|2D| 36 [ 3F [ 48 | 51
14 | 1E| 28 [32|3C |46 |50 |5A | 64
16 | 21 |2C (37|42 |4D |58 | 63 | 6E | 79
18124 |30 3C|48 54|60 [6C |78 (84 (90
1A 27|34 (41 |4E|5B |68 75|82 |8F [9C|A9
IC|2A (38 (46|54 |62 (70 |7E|8C|[9A|A8|B6 |C4
IE|2D|4C|4B|5A |69 |78 [ 87|96 [AS5|B4|C3|D2|El

(=] foo) N} o) Rl Nl o) Heo) Heo) Heo) Nl Heo) Neo) Heo) ) e} )

| o D Q| T | o oo 9 o ] B W o =] O >~
o D Q| F] | o] oo Q] | L] B W ] —

[E—

[\

N.B : ¢ I'addition et la multiplication sont commutatives il suffit alors de remplir la moitié
de chaque table.
* Il ne s'agit pas d'apprendre ces tables, on pourrait seulement les utiliser pour faire
des opérations de calcul.

Auto évaluation

1. Calculer en base binaire :

a. 1101 +1110
b. 110101 x 101

2. Calculer en base huit :

a. 10725 + 5463
b. 3514 x 63

3. Calculer en base seize :

a. 18FAS5 + 902B
b. AAA x BB
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Travaux pratiques

TP1

1) Prouver qu'un entier n compris entre 1 et 63 s'écrit en base binaire avec six chiffres
au plus.

2) Classer ces entiers en six catégories en utilisant leurs écritures binaires :

(1) Le premier chiffre a partir de la droite vaut 1 : 1; 11;101;...;1111
(2) Le deuxieéme chiffre a partir de la droite vaut 1 : 10; 11;110; ... ;1111
(3) Le troisieme chiffre a partir de la droite vaut 1 : 100 ; 101 ; 110 ; ... ; 1111

(4) Le quatrieme chiffre a partir de la droite vaut 1
(5) Le cinquieme chiffre a partir de la droite vaut 1
(6) Le sixieme chiffre a partir de la droite vaut 1

3) (Devinez le nombre) L'ordinateur a choisi un nombre entre 1 et 63. Vous devez
le deviner. Pour vous aider, il vous indique que ce nombre se trouve uniquement
sur les cartes en jaune (1,3 , 5 et 6). Quel est ce nombre ?

17119(21]23(25|27(29(31] | |18]|19]|22|23(26(27(30|31][|20]21]|22]|23]|28(29(30(31
33|35|37|39(41|43]|45(47| | |34[35(38]|39]42|43[46(47(|[36]|37|38|39(44(45(46|47
49|51|53|55|57|59|61|63| | |50(51|54(55|58|59(62|63||[52]|53[54|55|60(61|62(63

24(25(26(27(28(29(30|31|[[24(25]|26(27|28(29(30|31| | [40]|41|42|43|44|45|46(47
40141142(43]44145(46]47]||48[49]|50|51 (525354 (55| | [48[49]|50]|51|52(53 (54|55
56157(58159(60(61]62(63|||56|57|58]59]|60|61(62(63|[|56|57|58(59[60(61|62|63

4) Elaborer un jeu analogue avec n compris entre 1 et 127.
(Vérifier que , dans ce cas, on aura besoin de sept cartes)
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TP2

1) Compléter le tableau suivant :

Ecriture hexadécimale ofr (213 4151617 89 |A|B]|C|DIE |F

Ecriture binaire 0 (1 [10(101

2) Dans un ordinateur, les informations sont mises en mémoire sous forme d'une suite de
bits ; les calculs sont traités en systeme binaire. Les bits sont groupés par paquets de huit
(octets). Il est souvent utile en informatique, de représenter un octet en écriture
hexadécimale.

Pour un octet, le plus petit nombre est 0 représenté par huit zéros 00000000, et le plus
grand est 255 représenté par huit chiffres " un " 11111111 (FF en hexadécimal), ce qui
représente 256 possibilités de valeurs différentes.

Donner la représentation en hexadécimal de chacun des octets suivants :

10101101; 01101001; 00111100; 10111000 ; 00001110 ; 11110000
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Avec l'outil informatique

1) Elaborer un programme informatique permettant la conversion de 1'écriture décimale
d'un nombre comportant au plus trois chiffres en écriture binaire.

2) Elaborer un programme informatique permettant la conversion de I'écriture binaire d'un
nombre comportant au plus 10 chiffres en écriture décimale.

Le code ASCII :

* Rappel sur le code ASCII :

La mémoire de 'ordinateur conserve toutes les données sous forme numérique. Il n'existe pas
de méthode pour stocker directement les caracteres. Chaque caractere posseéde donc son
équivalent en code numérique: c'est le code ASCII (American Standard Code for Information
Interchange - traduisez " Code American Standard pour I'Echange d'Informations"). Le code
ASCII de base représentait les caracteres sur 7 bits (c'est-a-dire 128 caracteres possibles, de 0
a 127). Le code ASCII a été mis au point pour la langue anglaise, il ne contient donc pas de
caracteres accentués, ni de caracteres spécifiques a une langue. Pour coder ce type de caractere
il faut recourir a un autre code. Le code ASCII a donc été étendu a 8 bits (un octet) pour
pouvoir coder plus de caracteres (on parle d'ailleurs de code ASCII étendu...). Ce code attribue
les valeurs 0 a 255 aux lettres majuscules et minuscules, aux chiffres, aux marques de
ponctuation et aux autres symboles
* Programme en Turbo Pascal permettant l'affichage du code ASCII en binaire d'un
caractere donné :

Program Lecture_caractere;
uses wincrt;
Var c: char;
g.i:integer;
T:array[1..8]of integer;
Begin
Write('Entrez le caractére: ¢ =');
ReadIn(c);
q:=ORD(c);
1:=0;
Repeat
1:=1+1;
T[1]:=q MOD 2;
q:=q DIV 2;
Until g= 0;
Write('Le compilateur transforme le caractere ',c, ' sous la forme: ');
for 1:=8 downto 1 do
write(t[i]);
End.
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Exercices et problemes

Soit a une base de numération telle que a > 2. Ecrire en base a chacun des entiers
suivants :
Dx=a+1 ; y:a2+1 oz =a’+a ; t=a

)m=(@@+1)?; n=a@+1)?; p=@+1?*; q=@+D*@+1)

Zra+1

Soit a une base de numération. On désigne par a le chiffre représentant a —1.
Ecrire en base a et en fonction de o. chacun des entiers suivants :

X = a2+a—1; y=a2—a +1 © 7z =at-a ; t=a?-1

L'expression d'un entier naturel n, au moyen d'une certaine base de numération b, est

1234 . On sait de plus que 'expression de l'entier 2n, dans la méme base, est 2470 .
1) Déterminer les valeurs de b et n exprimées en base dix.

2) Déterminer les expressions en base b des entiers 3n et 4n.

n Soient X,y,z trois entiers naturels tels que x > 3.0n suppose que y et z

s'écrivent en base x respectivement sous la forme : o o

1) Exprimer dans le syst¢éme de base x le produit x.y.z y= 131 etz= 101

2) On suppose, de plus, que x +y + z est égale, dans le systeme décimal, a 50.
Déterminer alors, dans le systeme décimal, les entiers x et xyz.

1) Déterminer les entiers naturels a et b vérifiant : 3a = 5b
Trouver l'ensemble des nombres de deux chiffres qui s'écrivent XY dans le systeme

décimal et % dans le systeme hexadécimal.

n 1) Soit a une base de numération telle que a > 3. Montrer que chacun des nombres
suivants (écrits en base a) est une puissance d'un entier , avec un exposant supérieur ou
égal a 2 :

a.121
b. 1331

2) On suppose que a > 6. Ecrire (a + 1)* dans le systéme de numération de base a
3) Dans le systtme décimal on donne le nombre n = (17)*. Dans quel systéme de

numération le nombre n s'écrit-il 14641 ? (utiliser 2))
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n nombre n s'écrit 1101010011 dans le systeme binaire.
1) Ecrire n dans le systeme octal puis dans le systeme hexadécimal.
2) Ecrire 2n :
a. Dans le systeme binaire

b. Dans le systeme octal.
c. Dans le systeme hexadécimal.

n 1) En quelle base a la multiplication suivante est-elle valable ?

11'x44 =504

2) a vaut la valeur trouvée en 1). Effectuer en base a la multiplication suivante :
712'x 53"

n Un nombre a s'écrit 3241 en base huit .
1) Donner 1'écriture de a dans le systeme binaire.
2) Trouver l'expression de a> de deux maniéres :
a. Effectuer l'opération dans le systeme de base huit , puis convertir dans le systeme
binaire.
b. Effectuer 'opération, directement dans le systéme binaire, en utilisant le résultat de 1)

Dans le systeme de numération de base seize, les symboles sont :
0,1,2..9, A,B,C,D,E,F
Calculer dans ce systeme :
1) 42A3C+E14B
2) F283A -17Bl4
3) 3A5x 42

On considere une base de numération a. o
1) On se propose de montrer que le nombre 10101 est divisible par 177
a. (1 maniere) :
Soit . = a —1 (a est le chiffre qui représente 1'entier a —1). Effectuer dans le systeme

de numération de base a la multiplication suivante : 111
al

Conclure.
b. (2°™° maniére) :

Calculer le produit (1 + a +a”) (1 — a + a?). Déduire le résultat demandé.

2) Montrer que 100010001 est divisible par 10101
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Mathématiques et culture

m L'homme compte sur ses doigts, l'ordinateur compte sur ses bits :

L'homme a dix doigts. Le systeme de numération humain est le systeme décimal.

L'ordinateur a deux états significatifs (impulsions électriques). Le systéme de numération
qu'il emploie est donc le systeme binaire.

Vers la fin des années 30, Claude Shannon (auteur avec W.
Weaver de la théorie mathématique de la communication en 1949)
démontra qu'a l'aide de " contacteurs " (interrupteurs), il était
possible d'effectuer des opérations en associant le nombre 1 pour
un contacteur fermé et 0 pour un contacteur ouvert.

Ce codage de l'information est nommé base binaire. C'est avec
ce codage que fonctionnent les ordinateurs. Il consiste a utiliser

deux états (représentés par les chiffres O et 1) pour coder les Claude Elwood
informations. SHANNON
mathématicien

L e américain né en 1916
Des bases de numération autre que la base décimale :

B L'homme calcule depuis 2000 ans av. J-C avec dix chiffres (0, 1, 2, 3,4,5,6,7, 8,
9) on parle alors de base décimale (ou base dix). Toutefois dans des civilisations plus
anciennes ou pour certaines applications actuelles d'autres bases de calcul ont et sont
toujours utilisées :

® base binaire (2), utilisée par l'ensemble des technologies numériques.

® base quinaire (5), utilisée par les Mayas (indiens d'Amérique localisés au Guatemala,
au Mexique et a l'ouest du Honduras)

® base duodécimale (12), utilisée par les anglo-saxons dans leur systeme monétaire
Jusqu'en 1960 : un " pound " représentait vingt " shilling " et un " shilling " représentait
douze " pences ". Le systeme d'heure actuel fonctionne également sur douze heures

(notamment dans la notation anglo-saxonne)

® base hexadécimale (16) Le langage hexadécimal est venu pour freiner l'accroissement
en longueur des nombres binaires.

® base vicésimale (20), utilisée par les Mayas

* base sexagésimale (60), utilisée par les Sumériens. Cette base est également utilisée
dans le systeme horaire actuel, pour les minutes et les secondes.
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I. Principes de dénombrement, nombre d'applications

Activités préliminaires

1. Soit E un ensemble fini. On rappelle que le nombre d'éléments de E s'appelle cardinal de
E et se note par card(E). Soient A et B deux parties de E , on considere les parties
B\A = ensemble des éléments de B qui n'appartiennent pas a A
A = ensemble des éléments de E qui n'appartiennent pas a A

(on a donc A=E\A)

1) Vérifier que card (A ) =card(E) — card(A)

2) Montrer que card(B\A) = card(B) — card(A N B)

3) Déduire que card(A U B) = card(A) + card(B) — card(AMNB)

Indication :

Utiliser le résultat : si E; N E, = @ alors card(E,UE,) = card(E,) + card(E,)

et remarquer que
E= AUA; ANA=0
B=BWU(ANB);BAYN(ANB)=0
AUB=AUMBW ;ANBA) =0

2. Combien peut-on voir de carrés sur la figure ci-contre ?

Indication :
1) Soit C I'ensemble de ces carrés, noter Aj, A, , Az et Ay

les sous ensembles de C de cotés respectifs 1 ,2 ,3 et4 cm,
trouver le cardinal de chacune de ces parties.

2) Trouver alors le cardinal de C. ——
Tcm

3. 300 candidats participent a un concours comportant deux épreuves E; et E, , 172 d'entre
eux ont la moyenne a 1'épreuve E; et 138 a I'épreuve E, , alors que 80 candidats n'ont la
moyenne en aucune épreuve. Quel est le nombre de candidats qui ont la moyenne aux deux
épreuves ?

indication :

Soient A et B les ensembles des éleves qui ont la moyenne respectivement a I'épreuve E; et
E, et C l'ensemble des éleves qui n'ont la moyenne en aucune épreuve.

1) Justifier le résultat card(AUB) = 300 — card(C)

2) Déduire card (ANB)
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Activités de découverte

4. 1) Ecrire tous les entiers de deux chiffres (distincts ou non) pouvant s'écrire a l'aide des
chiffres 1, 2 et 3. Quel est leur nombre ?

2) Montrer que le nombre d'entiers de deux chiffres (distincts ou non) dont 1'écriture ne
comporte pas le chiffre 0 est égal a 92 (penser au nombre total d'entiers de deux chiffres et
retrancher le nombre d'entiers de deux chiffres dont I'un est égal a 0)

5. On considere les deux ensembles E = {12} et F = {a,b,c}. On se propose de déterminer
le nombre des applications de E dans F.
1) L'applicationf;: 1+>a
2—b
est une application de E dans F. Donner trois autres applications de E dans F
2) En complétant l'arbre de choix suivant trouver toutes les applications de E dans F et

vérifier que leur nombre est 32=9 Image de 2

Image de 1 a
a / b
—
?: b C
c

6. On jette une piece de monnaie trois fois de suite et on a obtenu Face au premier jet, Pile au
deuxieme et Pile aussi au troisieme, on convient de noter ce résultat par le triplet (F , P , P)
1) Donner trois autres exemples de résultats possibles.

2) Vérifier en utilisant un arbre de choix que le nombre de résultats possibles est égal a 23 = 8

Cardinal d'un ensemble fini
Définition : Le nombre d'éléments d'un ensemble fini E s'appelle cardinal de E.
Notation card(E)
Partition d'un ensemble
Définition : les parties A , A, , ..., A, del'ensemble E forment une partition de E si elles
sont deux a deux disjointes et leur réunion est égale a E
Principes de dénombrement

Regle 1(principe de la somme) : Si les parties A; , A, , ..., A, de l'ensemble E forment
une partition de E alors : Card(E) = card(A) + card (A,) + ... + card(A,)
Conséquence :

Si A et B sont deux parties d'un ensemble E alors :

card( A ) = card(E) - card(A) ( A est le complémentaire de A)
card(AUB) = card(A) + card(B) — card(ANB)

en particulier, si A N B = @ alors card(AUB) = card(A) + card(B)
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Reégle 2 (principe du produit) : Si une situation comporte p étapes offrant respectivement
n;,mny,...n, possibilités ; chacun des nombres n; ne dépend que de I'étape 1, alors le
nombre total de possibilités estn; x ny X ... X n,

Nombre d'applications
Si card(E) = p et card(F) = n alors le nombre d'applications de E dans F est nP

Auto évaluation

1. Soit N le nombre de fagons de placer quatre objets a, b , ¢, d dans trois cases d'un meuble
(on suppose que chacune des cases peut contenir les quatre objets)

1) Donner une possibilité et vérifier qu'elle correspond a une application de
I'ensemble E = {ab,c,d} vers F={1,23}.

2) Calculer N

2. On se propose de déterminer le nombre d'entiers de quatre chiffres (distincts ou non) que
l'on peut écrire avec les chiffres 7 , 8 et 9 seulement.

1) Vérifier que le choix d'un tel entier revient a déterminer une application d'un ensemble de
quatre éléments vers l'ensemble {7,8,9}

2) trouver alors le nombre demandé.

3. Ahmed oublie les deux derniers chiffres du code de sa valise mais il sait qu'il s'agit de deux
chiffres pairs non nuls. Quel est le nombre maximum d'essais que doit faire Ahmed pour

garantir 1'ouverture de sa valise ?

4. Fatma remarque qu'il est tres rare de voir circuler sur nos routes une voiture dont la plaque
d'immatriculation porte un numéro de moins de quatre chiffres. Comment peut-on lui

expliquer ce fait ?

ITI. Permutations, arrangements

1. On dispose de trois jetons portant les numéros 1, 2 et 3. Citer les nombres de trois chiffres
qu'on peut former avec ces jetons (exemples 123 , 213, ...). Quel est leur nombre ?

2. Quatre coureurs A, B, C et D participent a une course, on veut connaitre le nombre N de
classements possibles en supposant qu'il n'y a pas d'ex @&quo. Compléter 'arbre de choix
suivant et vérifierque N=4x3x2x1=24
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1er Jeme 3eme 4éme

/ \ C
- c
\ d

Le comité d'une association est formé de cinq membres. On veut choisir un président, un

secrétaire général et un trésorier. Vérifier a I'aide d'un arbre de choix que le nombre de choix
possibles est égal a5 x 4 x 3 = 60

Permutation
Définition

Soit E un ensemble fini non vide de n éléments. On appelle permutation des éléments
de E tout n-uplet d'éléments distincts de E.

Théoreme

Le nombre de permutations d'un ensemble non vide de n éléments est égal a :
n(n-1)(n-2)...2.1

Notation

* Pour n € IN, on note I'entier n(n —1)(n —2) ...x 2 x 1 par n! (lire factorielle n)
nl=nn-1)(n-2)...x2x1
* Par convention on pose 0! =1
Arrangement
Définition
Soit E un ensemble fini non vide de n éléments et p un entier vérifiant : 1 <p <n.
On appelle arrangement de p éléments de E tout p-uplet d'éléments distincts de E

Théoreme

Le nombre d'arrangements de p éléments d'un ensemble non vide de n éléments
(1=p=n)estégala:n(n-1)(n-2)...(n—p+1)
Notation
Pour n € IN' , on note l'entier n(n —1)(n -2) ... (n—p +1) par AP (lire A,n,p)
AY =nm-1)(n-2) ...n - p +1)
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(Retenez que AP est le produit de p entiers consécutifs dont le plus grand est n)
n!
(n-p)!

2 2 P
Autre expression de A, : A=

Remarque
si card(E) = n alors une permutation des éléments de E est aussi un arrangement
des n éléments de E.

Auto évaluation

1. Calculer
51,41 51 +4!1 (5+4)!
3! 6! 31x6! (3x6)!
376 3x6 " 3x6

2. 1) Vérifier les égalités suivantes pour n € IN*:
n!=nx(n-1)!
m+D!'=Mm+Dxnx(n-1)!

2) Simplifier :
7! 10'x 9!
a — et ———
4! 8'x 6!x 3!

' ! !
b (n+1)! ot n!'x (p+2)!

" (n-1)! p'x (n+1)!
3 4 2 1
A : ) A
3. 1) Calculer s A7 : A10 P Bps Ny
2) Soit n € IN*. Ecrire plus simplement Arl ; An ; An

4. Un anagramme du mot "SERA" est un mot de quatre lettres ayant un sens ou non formé par
les mé&mes lettres, exemples : RASE, ESRA, ...

1) Trouver le nombre d'anagrammes du mot "SERA".

2) Trouver le nombre d'anagrammes du mot "SERA"commencant par une voyelle.

III.Combinaison

1. Soit I'ensemble E = {ab,c,d}
1) Citer les parties de E a trois éléments 3
2) Vérifier que le nombre de parties de E a trois éléments est égal a ~ 4
3) Citer les parties de E a deux éléments et trouver leur nombre 3!
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» On montre d'une facon générale que le nombre de parties de p €léments d'un

p
ensemble de n éléments noté C. (on lit "c, n, p") est égal a ﬁ (p<n)
pt

2. Vérifier par le calcul que :

C'=1 (=1
Ci=n C''=n(n>0)
C.=C"(0=p=n

3. 1) Un professeur propose a ses éleves une série de cinq exercices et impose la résolution de
trois exercices au choix. Combien a-t-on de choix possibles ?

2) Combien a-t-on de choix possibles si on doit résoudre deux exercices au choix ?
Que remarque-t-on ?

3) Justifier, sans faire des calculs, le résultat général C) =C, " (0 <p <n).

4. 1) Vérifier 1'égalité : C‘é1 = Cz + C:

2) Soient p et n deux entiers tels que (1 <p < n-1) , on se propose de prouver d'une facon
générale 1'égalité CE = Cﬂj + CE_] . On consideére alors un ensemble E non vide de cardinal
n et contenant un élément a.

a. Dénombrer les parties a p éléments de E qui contiennent a.
b. Dénombrer les parties a p éléments de E qui ne contiennent pas a.

c. En déduire 1'égalité demandée.

» La formule C* = CP} + C? | permet de calculer de proche en proche les nombres : C”

n

On place dans un tableau a la n-eme ligne et p-€me colonne le nombre C? de sorte que C”soit

flo 2 VRPN
la somme du nombre C} | situé au dessus et du nombre C’_ situé a gauche du nombre C

p-1 p
n-1 cryoler, |G+ G
n o \
.. .
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On obtient alors un tableau appelé triangle de Pascal

1 2 3 4 5 6 7 8

15120 | 1S | 6 1
21 | 35 |35 | 21| 7 1
28 (56 [ 70 | 56 | 28 | 8 1

=)
Oo\]O\m-lkwl\)»—O/
)
o

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

1 S [10]10] 5§ 1
1 6

1 7

1 8

Combinaison

Définition
Soit E un ensemble fini non vide de n éléments et p un entier naturel tel que p< n. On
appelle combinaison de p éléments de E toute partie de E formée par p éléments .

Notation
Le nombre de combinaisons de p éléments d'un ensemble de n éléments est noté par

C’ (onlit" ¢, n, p") ou(?)

Théoréeme
Le nombre de combinaisons de p éléments d'un ensemble de n éléments est :

A n!

CP = (
p! (n—p)lp!

n

0<p<n

Propriétés
C.=C" 0<p=n)
Cr=CL+C, (I1sp<n-l)
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Auto évaluation

1. 1) Déterminer C}49 ; Cﬁog 5 ng ; Cii?
2)Caleuler C. ; C2 ; C. ; Ci,
3) Calculer Ciz ; Cié ; C§§2§ .

n!
2. Utiliser I'égalité C? =—————  pour montrer que :
(n—p)!p!
ber=cr (O<p<n)

2)Cr=Cy +C, (1<p<n-1I)

3. Soit n un entier naturel tel que n > 2.

Prouver I'égalité : ¢2 | ("3 =3 de deux manieres :

n+l

1) En exprimant chacun des coefficients C., C!~ et C. , en fonction de n.

2) En utilisant les propriétés des nombres C.
n

4. Déterminer l'entier naturel n dans chaque cas :
b c=c

2) 5C° =4C

3) C,+ C, + C. =387n

5. On sait qu'une équipe de football est formée de onze joueurs et que l'entraineur a le droit

de remplacer trois joueurs sur le terrain au plus au cours du match. L'entraineur veut

remplacer au moins un joueur, combien a-t-il alors de choix possibles ?

6. Soit (P) un polygone convexe de n sommets. (n > 3)
1) Quel est le nombre des droites joignant deux a deux les sommets de (P)

2) Déduire que le nombre des diagonales de (P) est égal a —n(n —3)
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IV. Binome de Newton

Activités préliminaires

1. Soient a et b deux réels quelconques.
1) Rappeler le développement de chacun des produits remarquables : (a + b)? et (a + b)3
2) Déduire le développement de : (a + b)* et (a + b)S.

2. Utiliser le triangle de Pascal pour calculer :

1) Les nombres C® pour p {0 ,1,2,3, 4}

2) Les nombres C® pourp € {0,1,2,3,4,5}

3) Les nombres C! pourp € {0,1,2,3,4,5,6}

Activités de découverte

3. Soient a et b deux réels.
1) Vérifier qu'on peut écrire : (a +b)* = C%a’ +Cla'b' +C2b?

et (a+b) = Cla’+Cla’b' +Cla'b> +Clb’
2) Ecrire de facon analogue : (a + b)*et (a+b)

4. Soient a et b deux réels. Montrer par récurrence que pour tout entier naturel non nul n,on a :

(a+b)'=Cla"+Cla"'b' +Cla"’b’ +..+ CI'a'b™ + CIb" (1)
Indication : (a +b)""' = (a +b)(a +b)" =a(a +b)" +b(a +b)"
C,=C. =1, C/=Cl~=I

Crl4Cr=C

n+l

» L'égalité (1) s'appelle formule du binéme, les nombres C? s'appellent coefficients
binomiaux.

5. Soit E un ensemble non vide de cardinal n.
1) Montrer que le nombre de toutes les parties de E est égal a

C'+C +Cl+..+C' +C"

2) En déduire que le nombre de toutes les parties de E est égal a 2n
(utiliser la formule du bindme pour a=b=1)
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Formule du binome
Théoreme
Pour tous nombres réels a et b, et tout entier naturel non nul n on a,

(a+b)"=C’a"+Cla"'b' +Cla" b* + ... + C7a'b" '+ Cb"
Remarque

Les coefficients C? s'obtiennent a 'aide du triangle de Pascal.

Nombre de parties d'un ensemble fini
Théoreme
Le nombre de parties d'un ensemble fini de cardinal n est égal a 2" .

Auto évaluation

1. Développer, avec la formule du bindme, les produits suivants :
a. (x+2) c. (3x —2a)*
b. (1-x)° d. (2x+;)4

1) Ecrire a 1'aide de la formule du bindme le développement de (1 + 2)".
2) Calculer alors, C! +2C! +2°C2 +...+ 2"C!

3. Calculer les sommes :

Sy = CY+3C! +9C? +27C + 243C! +729C?

Sy = C’—3C. +9C? —27C + 243C! —729C?

S$=C,-C,+C,-Ci+ .. +()'C; (n est un entier naturel non nul)

4. Siwar posseéde 10 poupées différentes. Combien a-t-elle de possibilités de placer ces

poupées dans deux cases , chaque case doit contenir au moins une poupée.
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Travaux pratiques

Les sortes de tirages :

A. Tirages simultanés

Tirer simultanément p objets parmi n, c'est choisir une partie de p élément d'un ensemble
de n €léments. Dans ce cas on ne tient pas compte de I'ordre, il y a donc CPtirages possibles.

Exemple :
Un sac contient 2 boules blanches, 3 boules noires et 4 boules rouges. On tire
simultanément trois boules.
1) Quel est le nombre de tirages possibles.
2) Dénombrer dans chaque cas les tirages :
a. de trois boules rouges.
b. sans aucune boule rouge
c. avec exactement deux boules rouges
d. avec au moins une boule rouge (penser au complémentaire)
e. avec trois boules de méme couleur
f. avec une boule de chaque couleur

B. Tirages successifs sans remise
Tirer successivement sans remise p objets parmi n, c'est choisir un arrangement de p
élément d'un ensemble de n éléments. Dans ce cas, il faut tenir compte de l'ordre, il y a donc
A’ tirages possibles.

Exemple :

Un sac contient 3 boules blanches, 4 boules noires. On tire successivement et sans remise
deux boules.
1) Quel est le nombre de tirages possibles.
2) Dénombrer dans chaque cas les tirages :

a. de deux boules noires.

b. avec une boule blanche au premier tirage et une boule noire au deuxieéme tirage

c. avec deux boules de couleurs différentes.

d. avec deux boules de méme couleur.

C. Tirages successifs avec remise :

Tirer successivement avec remise p objets parmi n, c'est choisir un p-uplet c'est donc une
application d'un ensemble de p éléments vers un ensemble de n éléments. Dans ce cas, il faut
tenir compte de l'ordre, de plus le méme objet peut étre tiré plus qu'une fois, il y a donc nP
tirages possibles.
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Exemple :
Un sac contient 3 boules blanches, 4 boules noires. On tire successivement et avec remise
deux boules.
1) Quel est le nombre de tirages possibles.
2) Dénombrer dans chaque cas les tirages :
a. de deux boules noires.
b. avec deux boules de méme couleur
c. avec une boule blanche au premier tirage

Soit la fonctionf: IR — R ol n € IN*
X B x(1+x)n

1) Montrer que f(x) = C!x+ C x> +Clx* ...+ CIx""

2) Calculer f'(x) (nombre dérivé de f en x) de deux facons différentes :
a. En utilisant la définition de f
b. En utilisant le résultat de la question 1)

3) En déduire la valeur de S= C’ +2C! +3C: ...+ (n+1)C!
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Avec l'outil informatique

A laide d'un logiciel de programmation élaborer un programme permettant le calcul des

coefficients C” pour n et p donnés de différentes manigres :
n!

(n—p)!p!
2) En calculant n(n-1)(n-2) ... (n-p+1) , p! et en utilisant 1'égalité :

_n(n-1)n-2)...(n-p+1)
= )

1) En calculant n! , p! , (n-p)! et en utilisant 'égalité : C’ =

CP

n

3) En calculant successivement pour 0 <k < p a l'aide de la formule :

C,=C+C,,

Exécuter ces programmes pour quelques valeurs de n et p.
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Exercices et problémes

Un questionnaire comporte deux questions Q; et Q2 posées a 25 personnes. A chaque
question on doit répondre par "oui" ou "non". On suppose que 15 personnes ont répondu "oui"
a la question Qg , 8 ont répondu "oui" ala question Q, et 5 personnes ont répondu "oui" aux
deux questions.

1) Combien de personnes ont répondu "oui" a I'une au moins des deux questions ?
2) Combien de personnes ont répondu "non" aux deux questions
3) Combien de personnes ont répondu "oui" a Q et "non" a Q2 ?

Un sondage d'opinion est réalisé aupres de cent clients d'un supermarché concernant
leurs avis sur trois produits A , B et C. Les résultats du sondage se résument comme suit :

* 12 clients aiment les trois produits
¢ 28 clients aiment les produits A et B
¢ 32 clients aiment les produits B et C
e 22 clients aiment les produits A et C
* 45 clients aiment le produit A
* 53 clients aiment le produit B
* 46 clients aiment le produit C

Faire un diagramme et déduire le nombre de clients qui préferent :

a. deux et deux seulement des produits A , B et C

b. au moins un des trois produits ?

c.aucun des trois produits .

Sur le damier ci-contre on place un pion dans la case de départ A et on veut se rendre
en B. Les seuls déplacements autorisés sont vers la droite ou vers le haut.

1) Combien y a-t-il de chemins de la case A vers la case B ?

2) Combien y a-t-il de chemins de A vers B en passant par C ? =

Indication : pour aller de A vers B il faut effectuer trois déplacements a
droite et deux déplacements vers le haut (dans un ordre quelconque).
Coder alors par D un déplacement a droite et H un déplacement vers le| ==
haut et utiliser un arbre de choix.

n Vous savez qu'en informatique un bit (abréviation de binary digit) vaut O ou 1 et qu'un
octet est une unité d'information formée de huit bits. Expliquer alors l'existence de 256 octets

possibles.
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On considere un réseau téléphonique de huit chiffres.

1) Quelle est la capacité théorique de ce réseau (en supposant que tous les numéros sont
possibles y compris le numéro 00000000)

2) Quel est le nombre de numéros de té€léphone se terminant par un chiffre pair ?

3) Quel est le nombre de numéros de téléphone commencgant par 95

4) Parmi les numéros de téléphone commencant par 95, combien de numéros se terminent
par 2007.

Parmi les numéros de téléphone commencant par 95, combien de numéros formés par deux
nombres identiques de trois chiffres apres 95 ( exemples 95051051, 95224224 ...)

n Un QCM comporte 10 questions et 10 réponses, et on demande d'associer a chaque
question une seule réponse. De combien de facons peut-on répondre au hasard ?

On considere quatre jetons numérotés de 1 a 4 et quatre cases numérotés de 1 a 4. On
place au hasard un jeton, et un seul, dans chaque case.

1) Combien y a-t-il de dispositions possibles.

2) Utiliser un arbre de choix pour trouver le nombre de dispositions pour lesquelles aucun
jeton ne se trouve dans la case portant le méme numéro.

ﬂ La fabrication d'une piece exige son passage par cinq machines M, Mo, M3z My et Ms.
Dénombrer les trajets possibles dans chacun des cas suivants :

1) L'ordre de passage est quelconque.

2) La piece doit passer d'abord par M.

3) La piece doit passer par M3 avant My et Ms.

n Une main d'un jeu de 32 cartes est formée de huit cartes.
1) Dénombrer toutes les mains possibles
2) Dénombrer dans chacun des cas suivants les mains comportant :
a. les quatre as
b. Deux couleurs seulement
¢. Au moins deux valets

Au CAN 2006 en Egypte M. LEMERRE l'entraineur de 1'équipe de Tunisie de Football
dispose de 23 joueurs dont trois gardiens de but, 8 défenseurs, 8 joueurs du milieu et 4
attaquants.

1) Le premier match la Tunisie affronte la Zambie. Combien a-t-il de choix possibles
concernant les 11 joueurs titulaires sans tenir compte du poste de chaque joueur (a part le
gardien) ?

2) Combien a-t-il de choix possibles sachant que I'équipe doit comporter un gardien, quatre
défenseurs, quatre au milieu et deux attaquants ?
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Une urne contient sept boules numérotées de 1 a 7. On en tire 3 boules simultanément.
1) Combien y a-t-il de tirages possibles au total ?
2) Combien y a-t-il de tirages possibles contenant la boule numéro 7 ?
3) Combien y a-t-il de tirages possibles contenant exactement deux boules de numéros impairs ?
4) Combien y a-t-il de tirages possibles contenant trois boules portant des numéros de méme
parité ?
5) Combien y a-t-il de tirages possibles contenant au moins une boule de numéro supérieur
ouégalal?

Une porte est équipée d'une serrure a code comportant un dispositif muni des touches
1,2,3,4,5,6,7,8,9 ¢t les lettres A, B, C, D. Un code est formé de trois chiffres suivis de deux
lettres. Les chiffres sont nécessairement distincts les lettres non (exemples : 825CA, 213BB, ...)
1) Combien de codes peut-on ainsi former ?
2)Un signal d'alarme se déclanche lorsque aucun des trois chiffres frappés n'est correct.
Combien peut-on former de codes déclanchant I'alarme ? Déduire le nombre de codes ne
déclanchant pas I'alarme ?

Soient n et p deux entiers telsquen=2etp<n-2.
Montrer qu _ _
A =, 20t v

On considere la propriété P : n! = n? ol n est un entier naturel.
1) Vérifier que P est vraie pour n = 0 mais elle est fausse pourn=1,n=2etn = 3.
2) Montrer par récurrence que P est vraie pour tout n > 4

Montrer de deux fagons différentes I'égalité :
C/+C,+C| ...+ C. =C2, (n e IN¥)
1) Par récurrence
2) En utilisant 'égalité  C,., =C; +C,

1) Soient n et p deux entiers tels que 1 < p < n. Montrer que pC" = nC"’}
2) Déduire que pour tout entier natureln>1: C! +2C> +3C’ + ...+ nC" =n2""

Soit n un entier naturel non nul.
1) Développer (2 + 1)
2) En déduire C) +2C +2°C2+..+2"C",
3) calculer Cg - 2(:11 +2° Ci-l— et (—2)HCE
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Soit un entier pairn > 2.
1). Développer (1 + 1)" et (1-1)™
2) En déduire que les nombres Cg + Ci + Ci +.4+C) et CL + Ci -i-CrS1 Tt Cﬁ_l

sont égaux et donner leur valeur commune.

3) Calculer les sommes A = C), +Ci, +Cpy+.+ Ciop et B=Cjyy+ClpytChpp -+ Crryg
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Mathématiques et culture

m Ahmed Ibn AL BANNA : 1256 — 1321 MARRAKECH (Maroc)

Abou Moussa Ahmed Ibn AL BANNA est l'auteur de plusieurs recueils mathématiques
en algebre et en analyse combinatoire (dénombrement). Dans son livre —«laadl sy
il a établit des propositions relatives au dénombrement. En particulier, on retrouve
chez Ibn Al Banna l'utilisation du triangle des coefficients du bindome attribué plus tard
a Pascal. Marrakech rayonnait dans les sciences grdace a Ibn Al Banna.

®m Blaise PASCAL : 1623 — 1662 CLERMONT PARIS

Blaise Pascal est physicien, mathématicien, philosophe et écrivain francais. Il a marqué
I'histoire de la science, en particulier par sa grande rigueur d'analyse et son sens de
l'expérience.

A partir de 1650, Pascal s'intéresse en arithmétique, aux suites de nombres entiers. S'il
n'est pas le premier a travailler sur le triangle de Pascal, puisque des mathématiciens
chinois et arabes l'ont fait bien avant lui, on lui doit l'étude la plus systématique. Et c'est
a l'occasion du Traité sur le triangle arithmétique qu'il énonce pour la premiere fois le
principe du raisonnement par récurrence .

En 1642, il entreprend de développer une machine a calculer afin d'aider son pére dans
son travail de comptabilité fiscale. Il n'a alors que 19 ans. Destinée au calcul abstrait et
financier, la "Pascaline" additionne, soustrait, multiplie et divise, grdce a un systéeme
composé de six roues a dix dents. Bien qu'elle ne soit pas la premiére du genre (Wilhelm
Schickard avait inventé une machine similaire en 1623), Blaise Pascal n'a pas
connaissance des travaux antérieurs lorsqu'il invente son calculateur et celui-ci reste
comme l'une de ses plus grandes contributions a la science.
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Probabilité

I. Probabilité

Activités préliminaires

1. Dans la plupart des calculatrices, il y a une touche Random.

Lorsqu’on appuie sur cette touche, il s’affiche un nombre appartenant a 1’intervalle

[0, 1[. Dans la plupart des cas, ce nombre s’affiche avec trois décimales.

Chacun de ces nombres a la méme chance d’apparaitre. Cela permet d’obtenir chaque fois
trois chiffres au hasard.

Exemples :

Random = 0.268 donne 2,6, 8.

Random = 0.420 donne 4,2,0.

Utiliser la calculatrice pour obtenir 50 chiffres au hasard.

2. Lorsque ’on tire au sort un sujet d'examen, ou que 1’on lance une piece de monnaie bien
équilibrée ou un dé non pipé, il est impossible de prévoir le résultat, car ce résultat est soumis
au hasard. On dit alors que le résultat est aléatoire. De telles expériences sont dites
expériences aléatoires.

Donner trois autres exemples de phénomenes aléatoires.

3. 1) On se propose de simuler 500 lancers d’une piece de monnaie ;
- utiliser la calculatrice pour obtenir 500 chiffres aléatoires,
- noter P pour chaque chiffre pair obtenu et F pour chaque chiffre impair obtenu,
- organiser les résultats dans le tableau ci-contre.

Issue P F

Fréquence

2) A-t-on autant de chances de voir apparaitre P que de voir apparaitre F ?

4. 0On a simulé 10000 lancers d’une piece de monnaie puis on a organisé les résultats dans le
tableau ci-dessous.

N‘I’;?lzzsde 100 500 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
Nombre

d’apparitions 52 242 502 1002 1513 2034 2513 3035 3544 4020 4518 5008
de pile
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1. Calculer la fréquence de 1’issue " pile ".
2. Tracer dans un méme repere la courbe de fréquence de I’issue " pile " et la droite
d’équation y = —; .

Vers quelle valeur la fréquence de I’issue " pile" tend-t-elle a se stabiliser ?

Activités de découverte

1. Un sac contient 100 jetons numérotés de 1 a 100.
Une expérience consiste a tirer un jeton au hasard.
1) Combien y at il d’issues possibles ?

a. Dénombrer chacun des événements ci-dessous.

>

: " Obtenir un jeton portant un numéro qui commence par 1 ".
B: " Obtenir un jeton portant un numéro qui finit par 2 ".
C: " Obtenir un jeton portant un numéro impair qui commence par 2".

b. Vérifier que les événements A et C sont incompatibles.
1
100

2) Si on suppose que chaque issue apparait avec la méme fréquence égale a
Déterminer la fréquence d’apparition de chacun des éveénements
A, A,B,C,LANB, A UB,AUB,AUBUC.
Lorsqu’on répete plusieurs fois une expérience aléatoire, on constate que la fréquence de
réalisation d’un événement tend a se stabiliser autour d’'un nombre.

On parle alors de fréquence théorique de I’événement ou encore de probabilité de I’événement.

2. On lance un dé cubique dont les faces sont numérotées de 1 a 6.
1) Déterminer I’ensemble des issues de I’expérience.
2) On suppose que la probabilité d’apparition d’un nombre impair est le double de la
probabilité d’apparition d’'un nombre pair.
Déterminer la probabilité de chaque événement élémentaire.
3) Déterminer la probabilité de chacun des éveénements ci-dessous
A: " Obtenir un nombre pair "
B: " Obtenir un nombre impair inférieur ou égal a 3 "
C: " Obtenir un nombre pair strictement supérieur a 3".
D: " Obtenir un multiple de 3 ou un nombre pair ".

3. Soit E un ensemble fini et p une loi de probabilité sur E.
On considere deux parties A et B de E.
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1) On suppose que A et B sont incompatibles prouver que p(AUB) = p(A) + p(B).
2) Déduire que p( A ) = 1- p(A).
3) On note A, l'ensemble des éléments de A n'appartenant pas a B.

a. Vérifier que A= A; U(ANB) et que AUB= A |UB.

b. Déduire que p(AUB) = p(A) + p(B) — p(ANB).

Langage probabiliste
Lorsqu’on fait une expérience aléatoire :
* Un résultat est appelé issue.
* L’ensemble des issues possibles est appelé univers des possibles.
* Un événement est une partie de I’univers des possibles.
* Un événement qui se réduit a une seule issue est appelé événement élémentaire.
* Deux évenements sont dits incompatibles, si leur intersection est vide.
* L’évenement complémentaire d’un événement A est dit I’événement contraire de A.
* La réunion de deux événements A et B est dite événement A ou B.
* L'intersection de deux événements A et B est dite événement A et B.
Probabilité
Soit E I’ensemble des issues d’une expérience aléatoire et P(E) I’ensemble des parties de E.
On appelle probabilité sur E, toute application p, de P(E) dans [0,1] telle que
*p(E) =1;
* L'image p(A) d'un éveénement A, est la somme des images des événements élémentaires
de A;
* L'image p(<) de 'ensemble vide est égale a 0.
Vocabulaire et notation
Soit E = {a, a;,...., a, } 'ensemble des issues d’une expérience aléatoire et p une
probabilité sur E.
L’évenement E est toujours réalisé. On dit que E est I’événement certain.
L’évenement vide n’est jamais réalisé. On dit que le vide est I’évenement impossible.
L’image p(A) d’un événement A, est appelée probabilité de A.
La probabilité d’un événement élémentaire {a;} est notée p(a;).
Propriétés
Soit E un ensemble fini et p une probabilité sur E.
Soit A et B deux événements, alors
“p(A)=1-p(A).
* p(AUB) = p(A) + p(B) — p(ANB) .
* p(AUB) = p(A) + p(B) si A et B sont incompatibles.
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Auto Evaluation

1. un sac contient des jetons, non identiques numérotés de 10 a 19.
une expérience aléatoire consiste a tirer un jeton du sac.
Le tableau ci-dessous donne les probabilités d'apparition des numéros.

a 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
pp 02 01 005 006 004 0.1 0.1 0.15 0.15 0.05

Déterminer la probabilité de chacun des évenements ci-dessous

1. Le chiffre obtenu est pair.

2. Le chiffre obtenu est un carré.

3. Le chiffre obtenu n’est pas un carré.

4. Le chiffre obtenu est un multiple de 3 ou un multiple de 4.

5. Le chiffre obtenu n’est ni un multiple de 3, ni un multiple de 4.

2. Dans une classe de troisieme année, 35% des €leves ont 17 ans, 55% ont 18 ans et le reste
ont 19 ans.

On rencontre un éleve au hasard de cette classe.

Quelle est la probabilité des évenements suivants.
- A:"I'éleve a plus de 17 ans "
-B:"1¢leve a au plus 18 ans ".

3. Dans un jeu de 40 cartes. On tire simultanément deux cartes.
Déterminer la probabilité de chacun des événements suivants.
- A : " on tire deux figures "
- B : " on tire deux cartes rouges "
- C : " on tire deux figures ou deux cartes rouges ".

II. Equiprobabilité

Activités de découverte

1. Lorsque dans une expérience aléatoire toutes les issues ont la méme probabilité

d’apparaitre, on dit qu’il y a équiprobabilité.

C’est le cas, par exemple:

* Lorsqu’on lance une piece de monnaie bien équilibrée

* ou on jette un dé non pipé

* ou on tire au hasard une boule parmi d'autres, toutes indiscernables au toucher.
Donner deux expériences aléatoires ou il y a équiprobabilité.
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2. On dispose de trois urnes et de trois boules indiscernables au toucher.
Une épreuve consiste a répartir les trois boules chacune dans une urne.

1) Déterminer I’ensemble des issues de I’expérience.

2) Vérifier qu'il s'agit d'un cas d'équiprobabilité.

3. Soit E I’ensemble des issues dans une situation d’équiprobabilité et p la probabilité sur E.

On note N = card (E)

1) Montrer que la probabilité de tout évenement élémentaire est égale a 1

.y (s . s card (A) N
2) Montrer que la probabilité d'un événement A est égale a €ard (A)

Soit E I’ensemble des issues dans une situation d’équiprobabilité.

Si le cardinal de E est égal a N et si p est la probabilité sur E, on a:

* Pour tout événement €lémentaire ai , p(a;) = _111
* Pour tout événement A, p(A) =%

Auto évaluation

1. Une usine organise un sondage, aupres de 500 de ses clients pour déterminer quels sont

les produits qu’ils apprécient. On donne ci-dessous les résultats
® 200 clients apprécient le produit A et n’apprécient pas le produit B.
® 120 clients apprécient a la fois les produits A et B
® 150 clients apprécient le produit B et n’apprécient pas le produit C
* 180 clients n’apprécient ni le produit B, ni le produit C

On choisit un client au hasard parmi ceux qui ont été interrogés.

Quelle est la probabilité de chacun des éveénements ci-dessous.

Le client apprécie le produit A.

Le client n’apprécie pas le produit C.

Le client apprécie le produit C.

Le client apprécie le produit B.

2. Une bonbonniere contient trois caramels et sept mentholés. On prend au hasard trois
bonbons. Déterminer la probabilité de chacun des évenements suivants :
A: " les bonbons sont des caramels "
B: " les bonbons sont de méme type "
C:"1ily a au plus un mentholé
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3. entreprise fabrique des puces pour cartes téléphoniques.
On a remarqué que : 15% des puces présentent un défaut Dy;
24% des puces présentent un défaut D, ;
10% des puces présentent les deux défauts a la fois.
On choisit une puce au hasard. Déterminer la probabilité de chacun des événements suivants :
A: " la puce a au moins l'un des deux défauts "
B: " la puce n' a ni le défaut Dy ni le défaut D, "
C :" la puce a un seul défaut "

4. On a rangé cinq paires de chaussures de couleurs différentes dans un tiroir.

On tire au hasard deux chaussures. Déterminer la probabilité de chacun des évenements
A: " les chaussures appartiennent a la méme paire ";
B: " il y a un pied droit et un pied gauche".

5. On range quatre livres sur trois étageres.
1) Calculer la probabilité pour que les livres soient tous rangés sur la méme étagere.
2) Calculer la probabilité pour que chaque livre soit rangé dans une étagere différente
3) Calculer la probabilité pour qu’il y ait au moins deux livres rangés sur une méme étagere.
4) Calculer la probabilité pour que seulement deux livres soient rangés sur la méme étagere.

III. Expériences indépendantes

Activités de découverte

On jette un dé parfaitement équilibré dont les faces sont numérotées de 1 a 6 puis on lance
une piece de monnaie non truquée.
1) Quelle est la probabilité d'obtenir 1'une des faces :
a.dudé?
b. de la piece de monnaie ?
2) Soit A un évenement réalisé lors du jet du dé et B un événement réalisé lors du lancer de la
piece de monnaie.
La réalisation de A influe-t-elle sur celle de B ?
3) Soit E 'ensemble des issues possibles de l'expérience.
a. Déterminer et dénombrer E.
b. Quelle est la probabilité d'un événement élémentaire de E ?

c. Comparer la probabilité obtenue avec p(A) x p(B) .
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On convient que la probabilit¢é d'un p-uplet de résultats d'expériences aléatoires

indépendantes est le produit des probabilités de chaque résultat.

Auto évaluation

1. Une urne contient deux boules blanches et huit boules rouges.
1) On tire au hasard une boule.
a. Calculer la probabilité de tirer une boule blanche.
b. En déduire la probabilité de tirer une boule rouge.
2) On répete I’expérience trois fois en remettant apres chaque essai la boule tirée dans 1’urne.
Calculer la probabilité de chacun des événements suivants
a. Obtenir dans l'ordre une boule rouge, une boule blanche et une boule rouge ;
b. Obtenir deux boules rouges et une boule blanche;
c. La seconde boule tirée est blanche ;
d. Aucune boule tirée n'est blanche ;
e. La derniere boule tirée est blanche ;

f. Le tirage contient au moins une boule blanche.

2. Trois éleves A, B et C travaillent indépendamment sur un probléme.
La probabilité que A résolve le probléeme est L ; celle de B est L etcelle de Cest 2 .
Calculer la probabilité que le probléme ne soit résolu ni par A ni par B ni par C. >

En déduire la probabilité que le probléme soit résolu.

3. On jette une piece de monnaie bien équilibrée dix fois de suite.

Quelle est la probabilité d'obtenir "pile" au moins une fois ?

4. Un sac contient quatre boules : une rouge et trois vertes. On effectue au maximum deux

tirages de la maniere suivante: On extrait une boule de 1'urne,

* si elle est rouge, on s'arréte.

* si non, on la remet et on tire une deuxiéme boule.

Quelle est la probabilité d'obtenir une boule rouge ?
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IV. Expériences dépendantes

Activités de découverte

Un libraire dispose de six livres rares : quatre en frangais et deux en arabe.
1) Il vend un livre.
a. Quelle est la probabilité pour que ce livre soit en francais ?
b. Quelle est la probabilité pour qu'il soit en arabe ?
2) Il vend un second livre.
Peut on déterminer la probabilité pour que le second livre soit en frangais ?
3) On suppose que le premier livre vendu est en francais.
Déterminer la probabilité pour que le second livre
a. soit en francais.
b. soit en arabe.
4) La vente du premier livre influe-t-il sur celle du second livre ?
5) En vendant successivement deux de ces six livres.
a. Déterminer les couples de ventes possibles et leurs probabilités correspondantes.

b. Comparer chaque probabilité obtenue avec le produit des probabilités des ventes
respectives.

On considere une expérience aléatoire, constituée de n expériences aléatoires successives.
Soit A; un événement réalisé€ lors de la premicre expérience, A, un événement réalisé lors
de la deuxieme expérience,... et A, est un événement réalisé lors de la ni®me expérience.
On dit que les évenements sont dépendants si la réalisation de 1’un influe sur la réalisation
du suivant.

Soit p; la probabilité de A, p, la probabilité¢ de A, si A; se réalise,.... et p, la probabilité
de A, si ’événement A, ;| se réalise. Alors la probabilité que les évenements

Ay, A,, ...et A, se réalisent successivement est égale a p;X p, X...X p,.

Auto évaluation

1. Une personne est emprisonnée dans une piece, comportant quatre portes d’apparence
identiques et numérotées de 1 a 4. Seule la porte numéro 1, donne acces a I’extérieur.

Si la personne choisit la porte 1, elle peut quitter la piece.

Si elle choisit 1'une des autres portes, elle doit faire un autre essai.

1) On suppose qu’a chaque essai, la personne ne se souvient pas de 1’essai précédent.
Déterminer la probabilité de chacun des éveénements ci-dessous:
A " La personne choisit la porte numérol au premier essai".
B " La personne choisit la porte numérol au deuxieme essai ".
C " La personne choisit la porte numérol au sixieme essai "
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2. Lors d’un examen, un éleve doit tirer successivement et au hasard trois questions parmi 27
questions réparties de la maniere suivante
9 questions d’analyse
9 questions de géométrie
4 questions de probabilité
5 questions d'arithmétique.
Calculer les probabilités des événements ci-dessous:
1) L’éleve tire trois questions d’analyse.
2) L’éleve ne tire aucune question d’analyse.
3) L’éleve tire au moins une question de probabilité et une seule question d'arithmétique.
4) L’éleve ne tire que des questions de géométrie et de probabilité.

3. Deux joueurs participent au jeu suivant : a tour de role, ils tirent une boule d'une urne qui
contient quatre boules rouges et deux boules noires. Les boules ne sont pas remises dans
l'urne. Celui des deux joueurs qui extrait une boule rouge gagne la partie.

1) Quelle est la probabilité pour que le deuxieme joueur gagne la partie ?

2) En déduire la probabilité pour que le premier joueur gagne la partie.

4. Reprendre les questions de 1'activité 4 en supposant que 1'urne contient quatre boules rouges

et trois boules noires.

5. Une urne contient deux boules rouges et trois boules blanches.

Une expérience aléatoire consiste a tirer une boule et a la remettre dans I'urne en ajoutant une
boule de la méme couleur, puis enfin, a tirer une nouvelle fois une boule de 1'urne.
Déterminer la probabilité de chacun des évenements suivants

A: " obtenir deux boules rouges ".

B: " obtenir une boule rouge et une boule blanche ".

6. Une urne contient des boules numérotées de 12 a 2007.
On tire, au hasard successivement et sans remise, deux boules de I'urne.
a. Combien y a -t-il de boules portant un nombre impair .
b. Quelle est la probabilité pour que le produit des nombres obtenus soit impair ?

c. En déduire la probabilité pour que le produit des nombres obtenus soit pair.

348



On suppose que les moteurs des avions ont tous le méme risque de tomber en panne et un
moteur peut étre endommagé indépendamment des autres. Un avion reste en vol si au moins
la moitié de ses moteurs fonctionnent. Que préférez vous prendre, des avions a deux moteurs
ou a quatre moteurs ?

Apparemment un avion a quatre moteurs est plus sécurisant, mais !

Stratégie de résolution
Soient q la probabilité qu'un moteur tombe en panne
1) Calculer la probabilité a qu'un avion a deux moteurs reste en vol.
2) Calculer la probabilité b qu'un avion a quatre moteurs reste en vol.
3) Etudier, suivant les valeurs de g, le signe de b—a.
4) Répondre a la question du probléme.

Le pere est le meilleur joueur d'échec de la famille (le pere, la mere et le fils).
Le pere dit a son fils " J'augmenterai ton argent de poche si tu gagnes deux parties successives
sur trois que tu joueras contre ta mere et moi en changeant a chaque fois d'adversaire".
Avec qui, le fils doit commencer le jeu pour augmenter sa chance de gagner ?
Apparemment, il doit commencer avec sa mere pour éviter de jouer deux fois avec son pere,
mais !

Stratégie de résolution
Soient a la probabilité de vaincre le pere et b la probabilité de vaincre la mere.
On a: (b > a)
1) Si le fils se décide pour l'alternative Pere — Mere — Pere :

Montrer que la probabilité p de gagner est p = aba + ab(1-a)+ (1-a)ba = ab(2-a)
2) Si le fils se décider pour l'alternative Mére — Pere — Mere :

Montrer que la probabilité q de gagner est q = bab + ba(1-b)+ (1-b)ab = ab(2-b)
3) Montrer que p>q .

Commentaire :

Effectivement le fils a intérét a commencer avec son pere parce qu'il doit nécessairement
gagner la deuxieme partie pour gagner l'offre de son pere donc il vaut mieux la jouer avec sa
mere.
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On dispose d'une urne contenant m boules blanches (m=2) et n boules noires (n=2)
indiscernables au toucher. Une épreuve consiste a tirer successivement deux boules au hasard
et a noter leurs couleurs.

Soit A I'événement " Les deux boules tirées sont de méme couleur".

1) Elaborer un programme permettant :
la saisie de m et n et le type de tirage (avec remise ou sans remise).
le calcul de la probabilité p de A ,
I’affichage du résultat.

2) Fixer m = 50 et faire varier n entre 2 et 100.
Déterminer, pour chaque type de tirage, la valeur de n pour laquelle p est plus proche de 0.5.

Un enfant joue avec des objets de différentes couleurs, répartis de la facon suivante :

tout bleu et

Couleur tout vert tout bleu vert et bleu
rouge rouge

nombre

d'objets 3 > 6 2 4

L'enfant prend un objet au hasard. Il dit que 1'objet est rouge s'il est rouge ou il contient du
rouge ; de méme pour les autres couleurs.
Déterminer les probabilités des évenements suivants :

A : "prendre un objet rouge "; B : " prendre un objet bleu ";
C : "prendre un objet bleu et rouge "; D : " prendre un objet bleu ou rouge ".
E : " prendre un objet ni rouge ni bleu "; F : " prendre un objet qui n'est pas rouge".

Dans un texte on a relevé la longueur des mots : 12% des mots ont une seule lettre,
18% ont deux lettres, 9% ont trois lettres, 17% ont quatre lettres, 16% ont cinq lettres.
On considere un mot quelconque de ce texte.
a. Calculer la probabilité pour que le mot ait moins de cinq lettres.
b. En déduire la probabilité pour que le mot ait au moins cinq lettres.
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Vingt bijoux sont emballés de la méme maniere : 7 montres , 7 colliers, 3 bracelets,
3 bagues. On prend simultanément et au hasard quatre bijoux.
Quelle est la probabilité de chacun des évenements suivants:
A:" obtenir un bijou de chaque sorte "
B:" les quatre bijoux sont de méme nature ".
C:" obtenir les trois bagues ".
D:" obtenir au moins un collier ".

Un sac contient trois boules rouges, quatre boules bleues et cinq boules jaunes,
indiscernables au toucher. On extrait, au hasard, trois boules du sac.
Quelle est la probabilité de chacun des évenements suivants:
A:" les trois boules sont jaunes ".
B:" il n'y a aucune boule rouge ".
C:" avoir au moins une boule rouge ".
D:" les trois boules sont de couleurs différentes ".

Deux voitures V et W se présentent a une aire de péage comportant trois voies de passage
ouvertes numérotées de gauche a droite 1, 2, 3.0n suppose qu'elles s'engagent au hasard
dans des voies de passage différentes.
Calculer la probabilité des événements suivants :

A:" les deux voitures sont cdte a cote ".

B:" les deux voitures ne sont pas cote a cote ".

C:" la voie numéro 3 reste libre ".

D:" la voiture V passe a gauche de la voiture W ".

Un feu tricolore a les caractéristiques suivantes:
Les feux rouge et vert durent 24 secondes mais l'orangé ne dure que 12 secondes.
Un conducteur suit une route comportant deux feux successifs indépendants I'un de
l'autre qui possede les caractéristiques précédentes.
Calculer la probabilité de chacun des événements suivants:
A:" le conducteur rencontre deux feux rouges ".
B:" le conducteur rencontre un feu vert et un feu rouge ".
C:" le conducteur ne s'arréte a aucun des deux feux ".

Un marchand de glaces propose six ardmes distincts pour des glaces en cornet, trois
enfants choisissent un des ardmes proposés .Déterminer la probabilité des événements
suivants:

A:" ils choisissent des ardmes deux a deux distincts ".

B:" un ardbme et un seul est choisi par les trois enfants ".

C:" deux aromes et deux seulement sont choisis par les trois enfants ".
Remarque : la probabilité de C peut €tre calculée de facon directe ou indirecte.

351



Une urne contient cinq boules indiscernables au toucher : deux boules rouges et trois
boules blanches. On tire simultanément trois boules de 'urne.
On désigne par n le nombre de boules blanches tirées.
1) Quelles sont les valeurs possibles de n ?
2) Soit I'événement A, :"le nombre de boules blanches tirées est n ".
Pour chaque valeur de n trouvé en 1) déterminer la probabilité pour que A, soit réalisé.

On dispose d'une urne contenant deux boules blanches et cinq rouges .

On tire successivement sans remise quatre boules de I'urne et on désigne par n le rang
de la premiere boule rouge tirée.

1) Quelles sont les valeurs possibles de n ?

2) On désigne par R;, 1'événement " le rang de la premiere boule rouge tirée est n."

Pour chaque valeur de n trouvée en 1) déterminer la probabilité pour que R, soit réalisé.

Dans un lycée, 40% des éleves ont déclaré aimer 'étude de sciences informatiques, 55%

des mathématiques et 15% des sciences informatiques et des mathématiques.
On prend un éleve au hasard, quelle est la probabilité pour qu'il :

a. aime les sciences informatiques, mais pas les mathématiques.

b. aime les mathématiques, mais pas les sciences informatiques

c. n'aime ni les mathématiques ni les sciences informatiques.

On considere une urne contenant dix boules indiscernables au toucher :

sept jaunes et trois rouges.
Montrer que la probabilité de tirer simultanément deux boules rouges est supérieure a celle de

les tirer successivement et avec remise.

Dans une urne, il y a trois boules blanches, trois boules noires et quatre boules vertes.

On tire simultanément trois boules de 1'urne.
Quelle est la probabilité de tirer :

a. trois boules de la méme couleur ;

b. une boule de chaque couleur ;

c. trois boules de deux couleurs différentes.

On effectue une permutation des jetons ci-dessous :

®1® ]G

1) Déterminer la probabilité des événements suivants :
A:" un seul jeton est a sa place "
B:" aucun jeton n'est a sa place "
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2) On effectue maintenant une permutation des jetons ci-dessous:

ORIORIOIRO

Déterminer la probabilité des évenements suivants :
A:" un seul jeton est a sa place ".
B:" deux jetons seulement sont a leurs places "
C:" aucun jeton n'est a sa place ".

Une bdite contient cinq jetons rouges et cinq jetons verts. Dans chaque couleur, les

jetons sont numérotés 1,2, 3.4 et 5. On tire au hasard et simultanément cinq jetons.
a. Calculer la probabilité des événements suivants :

A:" les jetons sont de méme couleur ".

B:" avoir trois jetons blancs et deux jetons rouges ".

C:" les numéros des jetons sont deux a deux distincts".
b. Calculer la probabilité pour que les cinq jetons satisfassent a la fois aux deux

conditions suivantes :
un jeton, et un seul, porte le numéro 1.

quatre jetons, et quatre seulement, sont verts

Quatre éleves E, F, G et H laissent leurs livres de math sur le bureau du professeur.
Celui-ci leur remet les livres au hasard.
Calculer la probabilité des événements suivants :
A:"chaque éleve retrouve son livre ".
B:" deux éleves seulement retrouvent leurs livres".
C:"lI'éleve E seulement regoit son livre".
D:" Aucun éleve ne recoit son livre".

Une urne contient huit boules : trois rouges ol on a inscrit sur chacune

d'elles -1 ; quatre vertes numérotées 1,1,1,let une orange numérotée par 2 .
On tire au hasard et simultanément deux boules de 1'urne.
1) Déterminer la probabilité des événements suivants
A:" la somme des nombres obtenus est égale a (- 2) ".
B:" la somme des nombres obtenus est égale a (-1) ".
C:" la somme des nombres obtenus est nulle ".
D:"la somme des nombres obtenus est égale a 1".
E:"la somme des nombres obtenus est égale a 2 ".
F:" somme des nombres obtenus est égale a3 " .
2) Vérifier que P(A)+ P(B)+ P(C)+ P(D)+ P(E)+ P(F) =1 et justifier 1'égalité.
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Une premiere boite contient deux jetons rouge numérotés 1, 2, et une seconde bdite
contient trois jetons blancs numérotés 0, 1, 2. On tire un jeton de la premiere bodite puis un
second jeton de la deuxieme boite. Soit p le produit des deux nombres obtenus.

1) Montrer que p&{0, 1,2, 4}.
2) a. Calculer, pour chaque valeur possible de p, la probabilité de 1'événement
A, : " le produit des deux numéros obtenus est p ".

p
b. Calculer P(Ay)+ P(A )+ P(A,)+ P(A,) et justifier le résultat obtenu.

Une usine produit des ordinateurs dont 3% présentent des défauts. En vue d'un contrdle
de qualité, on constitue au hasard un échantillon de cinquante ordinateurs tirés de la
production. La production est assez importante pour qu'on puisse assimiler ce prélevement a
un tirage avec remise de cinquante ordinateurs.

Calculer la probabilité que 1'échantillon contienne :
a. aucun ordinateur défectueux;
b. un seul ordinateur défectueux;
¢. au moins un ordinateur défectueux.

Une famille de cinq enfants : deux filles et trois garcons.
La maman est tombée malade pendant 7 jours. Au cours de cette période, les enfants
décident de ne faire la vaisselle qu'une fois par jour.
Chaque jour, ils tirent au sort qui fera la vaisselle.
Calculer la probabilité des événements suivants :
A : " aucun garcon ne fait la vaisselle pendant les 7 jours "
B : " au moins une fille fait la vaisselle pendant les 7 jours ".

Une urne contient deux boules blanches et trois boules noires.
1) On tire au hasard et successivement deux boules sans remise
A : " obtenir une boule noire puis une boule blanche "
B : " obtenir une boule blanche puis une boule noire "
2) On tire une premiere boule et on ne la remet pas dans l'urne :
Si elle est une blanche, on ajoute une boule noire dans l'urne.
Si elle est noire , on ajoute deux boules blanches dans 1'urne et on tire une
deuxieéme boule.
Calculer la probabilité des événements suivants :
A': " obtenir dans l'ordre une boule blanche, une boule noire "
B' : " obtenir dans I'ordre une boule noire, une boule blanche ".
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Le premier auteur a jeter les bases de la théorie des probabilités fut Girolamo Cardano
Meédecin, inventeur et astrologue italien 1501-1576. En effet, il exposa le concept
mathématique d’anticipation, il expliqua les lois de la répétition des événements, et,
enfin, il définit formellement la notion de probabilité comme une fréquence relative.

En 1654, Antoine Gombauld, posa une énigme a Blaise Pascal (Philosophe, auteur des
célebres Pensées, mathématicien et physicien, francais 1623-1662). Il s’agissait de
savoir " comment répartir entre deux joueurs l’enjeu d’un jeu de hasard, lorsque celui-
ci est inachevé et qu’un des joueurs a I’avantage sur [’autre ". B. Pascal se tourna vers
un mathématicien tres connu au XVIIe siecle, Pierre Fermat (francais, 1601-1665). Les
travaux de ces deux mathématiciens constituent les fondements mathématiques de la
théorie moderne des probabilités en étudiant des problemes de jeux et d'espérance de
gain. Ce furent sans doute les travaux les plus marquants en matiéere de probabilité
qu’ait connus le XVIle siecle, méme si Christian Huygens (hollandais, 1629-1695)
proposa le concept de compétition dans les jeux de chance.

Ensuite, au début du XVIIle siecle, Jean Bernoulli (suisse, 1667-1748) énonga pour la
premiere fois de facon rigoureuse les concepts de permutation et de combinaison. De son
oeuvre dérive la définition classique des probabilités. De plus, son frere, Jacques
Bernoulli, définit la loi des grands nombres. En outre, en 1738, le fils de Jean Bernoulli,
Daniel " définit le processus par lequel les individus font des choix et prennent des
décisions ".

Une autre avancée a également été cruciale : c’est celle d'un mathématicien francais
Abraham de Moivre (anglais, 1667-1754). En effet, a coté des travaux sur les
combinaisons, les permutations, ’analyse de jeux de cartes et I’énoncé du premier
théoreme limite en probabilité, en 1733, de Moivre découvrit la structure de la loi
normale, ainsi que le concept d’écart type.

Cardano Blaise Fermat

Huygens De Moivre




